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Elementy teorii mocy

Rownolicznosé zbiorow

Def. 1. Mowimy, ze zbiory X 1Y sqg rownoliczne, jesli istnieje bijekcja f: X — Y.

O funkcyi f mowimy wtedy, ze ustala rownolicznosé zbiorow X 1Y .

Dla réwnolicznych zbioréw X i Y stosujemy oznaczenie X ~ Y.

Istnienie bijekcji oznacza mozliwo$é potaczenia w pary elementéw zbioru X

z elementami zbioru Y.
Uwaga: Zbiory skonczone sa rownoliczne, gdy maja tyle samo elementéw.

Whiosek: Zaden podzbiér wtasciwy zbioru skonczonego nie jest z nim réwnoliczny.

Def. 2. (Dedekind XIX w.) Méwimy, ze zbiér jest nieskonczony, jesli jest réwnoliczny

z pewnym swoim podzbiorem wiasciwym.

Uwaga: Jezeli A jest zbiorem nieskonczonym i A C B, to zbiér B tez jest nieskonczony.

Przyklady zbioréw réwnolicznych
e N~ 2N (n — 2n)

)~R (20— tg())

I

e (-3
e (0;1) = (0;1],

o 2% ~ {0,1}¥, dla X # 0.

Witasnosci réwnolicznosci

Tw. 1. Dla dowlnych zbiorow X, Y, Z zachodzq wtasnosci:
1. X ~ X,
2. X~Y=>Y~X,
3 X~YANY~Z = X~ 7.

Twierdzenie powyzsze pozwala klasyfikowac zbiory za pomoca relacji réwnolicznosci

i uogdlni¢ pojecie liczebnosci zbioru na zbiory nieskonczone.

Kazdemu zbiorowi X przypisuje sie obiekt zwany liczbg kardynalng lub mocg zbioru
(oznaczany |X| lub ?) w taki sposob, ze dwom zbiorom przypisana jest ta sama liczba

kardynalna wtedy i tylko wtedy, gdy sa to zbiory réwnoliczne.

X=Y o X~Y
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Tw. 2. Dla dowlnych zbiorow A, B, C, D zachodzg wlasnosci:
1. A~BNC~D = AxC~BxD,

2.A~B ANC~D AN ANC=0=BND = AUC~BUD,

3. A~ B = 24~ 2B,

Zbiory przeliczalne

Def. 3. Mowimy, ze zbior X jest przeliczalny, jesli X ~ N.

Zbior nazywamy co najwyzej przeliczalnym, gdy jest skoriczony lub przeliczalny.

Moc zbioru przeliczalnego oznaczamy R, — alef zero

(N — pierwsza litera alfabetu hebrajskiego).

Uwaga: Zbior jest przeliczalny, gdy z jego elementéw mozna utworzy¢ cigg nieskonczony,
w ktorym zaden wyraz si¢ nie powtarza

(elementy mozna ponumerowaé, tworzac nieskonczona liste).

Uwaga: Pozdbiér zbioru przeliczalnego jest zbiorem co najwyzej przeliczalnym.
Stw. 1. Suma zbioru skonczonego i przeliczalnego jest zbiorem przeliczalnym.
Stw. 2. Suma dwdch zbioréw przeliczalnych jest zbiorem przeliczalnym.

Stw. 3. Skoriczona suma zbiorow przeliczalnych jest zbiorem przeliczalnym.

Whiosek: Zbior liczb catkowitych jest przeliczalny,
gdyz Z=NU{0}U{—n:Ne N}

Stw. 4. lloczyn kartezjanski dwoch zbiorow przeliczalnych jest zbiorem przeliczalnym.

Stw. 5. lloczyn kartezjanski skonczonej liczby zbiorow przeliczalnych

jest zbiorem przeliczalnym.
Whniosek: Zbior Q liczb wymiernych jest zbiorem przeliczalnym.
Stw. 6. Przeliczalna suma zbiorow przeliczalnych jest zbiorem przeliczalnym, czyli

VneNA,~N = [JA,~N

neN

Przyktad 1. Zbior wszystkich ciggéw skonczonych o wyrazach wymiernych jest przeliczalny.

Przyktad 2. Zbiér Q[x] wszystkich wielomianéw o wspodtezynnikach wymiernych

jest przeliczalny.
Przyktad 3. Zbior wszystkich liczb algebraicznych jest przeliczalny.

Liczby algebraiczne to rzeczywiste pierwiastki wielomianéw o wspotczynnikach

wymiernych.
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Zbiory nieprzeliczalne

Def. 4. Zbior nazywamy nieprzeliczalnym, jesli jest nieskonczony i nie jest zbiorem

przeliczalnym.

Uwaga: Zbiér A jest nieprzeliczalny < nie mozna wszystkich jego elementow ustawic
w ciagg, to znaczy zaden nieskonczony cigg o wyrazach z tego zbioru nie bedzie zawieral
wszystkich elementéw tego zbioru. Istnieje taki a € A, ktéry nie jest wyrazem tego ciagu.
Elementéw zbioru nieprzeliczalnego nie da si¢ ponumerowaé - nie mozna utworzy¢ z nich

nieskonczonej listy.

Przyktad: zbiér liczb rzeczywistych z przedziatu (0; 1) jest nieprzeliczalny.
Stw. 7. Zachodzq nastepujgce fakty:

1. Jezeli A — zbior nieprzeliczalny 1 A C B, to B — nieprzeliczalny.

2. Jezeli A — nieprzeliczalny i A ~ B, to B — nieprzeliczalny.

3. Jezeli A~N i AC B i B — nieprzeliczalny, to B\ A — nieprzeliczalny.
Whioski:

1. Zbiér liczb rzeczywistych R jest nieprzeliczalny.

2. Kazdy przedziat zawarty w R jest nieprzeliczalny.

3. Zbior liczb niewymiernych jest nieprzeliczalny.

4. 7Zbior liczb przestepnych jest nieprzeliczalny.
Zbiér liczb przestepnych to dopekienie zbioru liczb algebraicznych w R.

Uwaga: Moc zbioru R nazywamy continuum i oznaczamy gotycka litera c.

Zachodzi ¢ # Ny, poniewaz R ~ N.

Poréwnywanie mocy zbioréw

Niech X, Y — zbiory, X = n, Y =m.

Def. 5. Mowimy, Ze liczba kardynalna n jest nie wieksza od liczby kardynalnej m (n < m),
gdy zbior X jest rownoliczny z pewnym podzbiorem zbioru Y .

Gdyn <m in#m, to méwimy, zZe n jest mniejsza od liczby kardynalnej m (n < m).

Uwaga: Jesli X C Y, to X<Y.

Whniosek: Ny < ¢i Xy # ¢, wiee Rg < ¢ (bo NCRiN#R).
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Tw. 3. Dla dowolnych niepustych zbiorow X @Y nastepujgce warunki sq rownowazne:

<V

<l

1.
2. istnieje funkcja réznowartosciowa f: X — Y,
3. istnieje funkcja "na” g:Y — X

Stw. 8. Jesli X =¢,Y =Ry i Y C X, to X \ Y =c.

Przyktad.

Na mocy stwierdzenia 8. dostaniemy, ze zbior liczb niewymiernych ma moc c.

Takze zbior liczb przestepnych ma moc c.

Tw. 4. Dla dowolnych liczb kardynalnych n,m,p zachodzg wlasnosci:

Sn<mim<<n, ton=m.

Uwaga: Wtasno$¢ 3. znana jest jako Tw. Cantora-Bernsteina.
Roéwnowazne sformutowanie: X CY CZiX=2Z,to X =Y = 7.
Twierdzenie to pozwala znacznie uprosci¢ dowody réwnolicznosci zbiorow.

Tw. 5. Jesli n,m — liczby kardynalne, to n < m lub m < n,

czyli dowolne liczby kardynalne sq poréownywalne.

Tw. 6. (Cantora) Dla dowolnego zbioru X prawdziwa jest nierdwnosé

<2

<l

Przyktad: Zbiér wszystkich funkeji f : R — {0, 1} ma moc wieksza niz c.
{f :R—{0,1}} = {0, 1}* ~ 2%
{0, 1}R = 2F > ¢

Whiosek: Istnieje nieskonczenie wiele liczb kardynalnych wickszych od Ny.

No =N < 2N <« 22"

Whiosek: Nie istnieje zbior wszystkich zbiorow.
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Arytmetyka liczb kardynalnych

Dodawanie

Niecchn=X, m=Y i XNY =0, wtedy n+m=XUY.

Dziatanie dodawania liczb kardynalnych jest poprawnie okreslone, gdyz prawdziwe jest

nastepujace twierdzenie:

Tw. 7. Jesli X1 =X, 1=Y, XNY =0,X,NY1=0,to XUY = X; UY].

Przyktad: Ny + Ny = Ry +n = Ny dla dowolnego n € N.

Wtasnosci dodawania liczb kardynalnych
I.n+m=m+n przemienno$¢ (XUY ~Y UX)
2.n+(m+p)=Mm+m)+p laznosé XUYUZ)~(XUY)UZ)
3. Jeslin<m, ton+p<m+p monotonicznosé
4. Jeslin > Ny lub m > Ry, to n + m = max{m,n}.

Whniosek: c+n=c¢+Ny=c+c=c.

Mnozenie

Niechn:?, m:?, wtedy n-m=X xY.

Dziatanie mnozenia liczb kardynalnych jest poprawnie okreslone, gdyz prawdziwe jest na-

stepujace twierdzenie:

Tw. 8. Jesli X, =X, 1 =Y, to X xY =X, x Y].

Wtasnos$ci mnozenia liczb kardynalnych
I.n-m=m-n przemienno$¢ (X xY ~Y x X)
22n-(m-p)=(m-m)-p lacznos¢ X x (Y xZ)~ (X xY)x Z2)

3.n-(m+p)=n-m+n-p rozdzielnos¢ mnozenia wzgledem dodawania
XxYUZ)~ (X XxY)U(X x 2)

4. Jeslin<m, ton-p<m-p monotonicznosdc

5. JeslineN, ton-m=m+m+...4+m (n skladnikéw)
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6. Jesli n > Xy lub m > Ny, to n- m = max{m, n}.

Whniosek: n-¢c=RNy-c=c-c=rc.
Przyktad: Kwadrat [0; 1] x [0; 1] jest zbiorem mocy continuum.

Whniosek: @ = C.

Przyktad: Zbior wszystkich nieskonczonych ciggdéw o wyrazach 0 lub 1 jest réwnoliczny z

przedziatem [0; 1].

Wnhiosek: {0, 1}V =2N =¢ =

|

Potegowanie liczb kardynalnych

Niechn=X, m=Y, wtedy n® = XY ={f:Y — X}.

Dziatanie potegowania liczb kardynalnych jest poprawnie okreslone, gdyz prawdziwe jest

nastepujace twierdzenie:

Tw. 9. Jeélif:Y, ?1: , toﬁ:lel.

=

Whiosek: 2% = ¢

Wtasnosci potegowania liczb kardynalnych
L o™ =qm.nt XYYZ L XY x X7
2. (n-mP=n"-m" (X xY)?~XZxY?
3. (™ =nmr (XY)Z ~ XVXZ
4. Jeslin<m, ton” <mP
5. Jeslin<m, top" <p™

Przyktad: NY¥ ~ R

Zbiér wszystkich nieskonczonych ciggdéw o wyrazach naturalnych jest mocy continuum.

Hipoteza continuum
Czy istnieje zbior nieprzeliczalny mocy mniejszej niz continuum?

Gdyby taki zbiér nie istniat, to kazdy podzbiér zbioru R byltby co najwyzej przeliczalny
albo mial moc continuum. Hipoteze, ze tak wtasnie jest, czyli ze kazdy nieprzeliczalny

podzbiér zbioru liczb rzeczywistych ma moc continuum sformutowat Georg Cantor
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i nazwal jg hipoteza continuum.

Inaczej mozna sformutowac te hipoteze nastepujaco:

Nie istnieje liczba kardynalna wieksza niz N i jednoczesnie mniejsza niz c.
Nie udato si¢ tej hipotezy udowodnié¢ ani obalic.

Wykazano, ze na gruncie powszechnie przyjetej formalizacji matematyki (aksjomaty ZFC)

nie da sie odpowiedzieé na postawione powyzej pytanie.

Hierarchia aleféw
Tw. 10. Dla kazdej liczby kardynalnej m istnieje jej nastepnik m™,

czyli nagmniejsza liczba kardynalna od niej wieksza.

Ny — najmniejsza nieskonczona liczba kardynalna;
N; = R - nastepna liczba kardynalna po Ng;
N, = Nf — nastepnik liczby N;

N; to najmniejsza nieprzeliczalna liczba kardynalna.

Hipoteza continuum: N; = ¢

Uogodlniona hipoteza continuum

Generalna hipoteza continuum — GCH, to przypuszczenie, ze dla kazdej nieskonczonej

liczby kardynalnej m zachodzi réwnosé:
2" =m™.

ZFC to powszechnie uznany system aksjomatéw teorii mnogosci Zermelo-Fraenkla
z aksjomatem wyboru.

W 1938 r. austriacki matematyk Kurt Godel udowodnil, ze bazujac na systemie aksjoma-
tow ZFC nie da sie obali¢ generalnej hipotezy continuum, czyli ze zatozenie prawdziwosci
tej hipotezy nie prowadzi do sprzecznosci z aksjomatami teorii mnogosci. Oznacza to, ze

GCH jest niesprzeczna z aksjomatami ZFC.

W 1963 r. amertkanski matematyk Paul Cohen udowodnil, Ze opierajac sie na systemie
ZFC, nie mozna udowodni¢ hipotezy continuum (dokladnie, ze negacja tej hipotezy jest
niesprzeczna z aksjomatami ZFC). Razem z twierdzeniem Godla oznacza to, ze hipoteza
continuum jest niezalezna od aksjomatéw ZFC. Jest ona zdaniem nierozstrzygalnym

teorii mnogosci.



