Matematyka Konkretna 1 Wyktad 12 Z. Trebska 247

PRZEKSZTALCENIA LINIOWE

Def. Niech V i W beda przestrzeniami liniowymi nad tym samym ciatem K.
Funkcje ¢ : V' — W nazywamy przeksztalceniem liniowym (przestrzeni V' w przestrzen W),

jesli dla dowolnych wektoréw u,v € V' i dowolnego o € K zachodza réwnosci

1) o(u+v) =p(u) +¢(v) (przeksztalcenie jest addytywne),
2) p(av) = ap(v) (przeksztalcenie jest jednorodne).

Przyktad 1.

a) Przeksztalcenie zerowe

0: VoW, YoeV ) =0y

kazdemu wektorowi dziedziny zostaje przyporzadkowany wektor zerowy przestrzeni W.

Sprawdzamy, ze taka funkcja jest przeksztalceniem liniowym:

Niech u,v € V, a €K, wtedy

p(u+wv) = 0w oraz p(u) +¢(v) = Ow + Ow = Ow;

o(av) =0y oraz «a-@(v) = a- 0y = Oy.

b) Przeksztalcenie identycznosciowe idy : V — V, Yo eV idy(v) =v
kazdemu wektorowi zostaje przyporzadkowany ten sam wektor.

Sprawdzamy, ze taka funkcja jest przeksztalceniem liniowym:

Niech u,v € V, a €K, wtedy
idy(u+v) =u+wv oraz idy(u) + idy (v) = u + v;
idy (aw) = av oraz (aidy)(v) = aw.
c) Funkcja ¢ :R? — R3, ¢((x,y)) = (x +y,z — 3y, 2y)
Sprawdzamy, ze taka funkcja jest przeksztalceniem liniowym:
Niech v = (x1,11), v = (z9,y2) €V, a € R, wtedy
Pu+v) =o((z1+ 22,91 +32)) = (@1 + T2+ Y1 + Y2, 01 + 22 — 3(Y1 + ¥2), 2(1 +12)) =
= (z1 +y1, 21 = 3y1, 2y1) + (@2 + Y2, T2 — 3y2, 242) = O((21,41)) + O((22, 92)) = d(u) + ¢(v);
¢(au) = ¢((az1, ayr)) = (axr + ayr, azr — 3oy, 20y;) =

= ax1 + Y1, 21 — 3y1, 251) = ad((z1,11)) = ad(u).
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d) Funkcja ¢ : Rofz] — R?, ¢(w) = (w(1),w'(2))

Sprawdzamy, ze taka funkcja jest przeksztalceniem liniowym:

Niech wy, ws € Ro[z], a € R.

Korzystajac z wlasnosci wielomianéw i liniowosci pochodnej mozemy zapisac
P(wr +ws) = (w1 +wy)(1), (w1 +w2)'(2)) = (wi(1) + wy(1), wy(2) + w5(2)) =
= (w1(1), w1 (2)) + (wo(1), wy(2)) = P(w1) + d(wa);

¢(awr) = ((awr)(1), (awr)'(2)) = (a - wi(1), - wi(2)) = a(wi (1), wy(2)) = ad(w,).

Uwaga: Ztozenie przeksztatcen liniowych jest przeksztatceniem liniowym.

Uwaga: Niech ¢ : V — W bedzie przeksztatceniem liniowym.
Wowezas p(0y) = Oy oraz dla kazdego v € V' zachodzi réwnosé o(—v) = —p(v).

Przyktad 2.

Czy jest przeksztalceniem liniowym funkcja ¢ : R?* — R? ¢ ((z,y,2)) = (x +y,y — 2z + 1)?

Podana funkcja nie jest przeksztalceniem liniowym, bo ((0,0,0)) = (0,1) # (0,0).

Wartosé funkceji dla wektora zerowego nie jest wektorem zerowym.

Przyktad 3. Przeksztalcenia geometryczne jako przeksztatcenia liniowe.

Przeksztalcenia geometryczne plaszezyzny ¢ : R? — R?, ktére sg przeksztalceniami liniowymi to

miedzy innymi:
e symetria wzgledem prostej przechodzacej przez punkt (0,0);
e rzut prostokatny na prosta przechodzaca przez punkt (0,0);

e obr6t o ustalony kat wokét punktu (0, 0).

Tw. 1. Jezeli dim V' = n i uktad (v, ...,v,) jest baza przestrzeni V| to dla dowolnej przestrzeni

liniowej W i wektorow wq, ..., w, € W istnieje doktadnie jedno przeksztatcenie liniowe ¢ : V' — W,

takie ze p(v;) = w; dla kazdego i =1, ..., n.
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Przyktad 4. Podaé wzér przeksztalcenia liniowego ¢ : R? — R?
spetniajacego warunki: ¢((2,1)) = (3,1), ¢((3,1)) = (2,1).
Wykorzystamy tw. 1. Wprowadzamy oznaczenia: v = (2,1), ve = (3,1).
Sprawdzimy, czy uktad wektoréw A = (vq,vy) jest baza przestrzeni R2.
W tym celu zbadamy wyznacznik macierzy Mg, (A).

3 2 3

2
MSQ (A) = ) det =—1
11 11

Wyznacznik macierzy uktadu A jest niezerowy, wiec uklad ten jest baza przestrzeni R2.

W takim razie zgodnie z tw. 1. na podstawie danych wartosci przeksztatcenia dla wektoréw bazy,
mozna uzyska¢ pelna informacje o tym przeksztalceniu, w szczegblnosci jego wzor, czyli é((x,y)).
Z liniowosci ¢ mamy: ¢((x,y)) = ¢(x(1,0) +y(0,1)) = z - ¢((1,0)) +y - $((0,1)).

Wystarczy wyznaczy¢ wartosci ¢((1,0)) 1 ¢((0,1)).

Zauwazmy, ze (1,0) = (3,1) — (2,1) = v — 1.

Stad dostaniemy ¢((1,0)) = ¢(ve — v1) = @d(v2) — P(v1) = (2,1) — (3,1) = (—1,0).

Nalezy jeszcze wyznaczyé ¢((0,1)).

Mamy (3,1) = ¢((2,1)) = ¢(2(1,0) + (0,1)) = 2- ¢((1,0)) + ¢((0,1)) = 2- (=1,0) + ¢((0,1)).
Stad ¢((0,1)) = (3,1) —2(—1,0) = (5,1).

Ostatecznie uzyskamy wzér: ¢((x,y)) = z-¢((1,0))+y-¢((0,1)) = x(—1,0)+y(5,1) = (—z+5dy, y).
Macierz przeksztalcenia liniowego

Niech V', W beda skonczeniewymiarowymi przestrzeniami liniowymi nad tym samym ciatem K.

A = (vq,...,v,) - baza przestrzeni V, B = (wy, ..., wy,) - baza przestrzeni W.

Niech ¢ : V' — W bedzie przeksztalceniem liniowym.

Kazdy wektor ¢(v1), ..., ¢(v,) mozna jednoznacznie zapisa¢ w postaci kombinacji liniowej wektorow

z bazy B.

QO(U1> = a11W1 + A21Wa + ... + A1 Wy, = (011, asy, - - - >am1)B
©(v2) = a12wy + GgWs + ... + oWy, = (a12, 20, - - -, Am2)B
QD(’Un) = A1pW1 + A2pWa + ... + Ap Wy, = (alna A2py - v - aamn)B
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a1 a1 ... Qip ) .
nazywamy maclerzg przeksztalcema ®
. a921 a99 QAon .
Macierz ' ‘ . w bazach A i B
- ' i bolem Mg
1 oznaczamy symbpolem Mg ().
| Am1 Am2 -~ Gmn |

Kolumny macierzy Mg () sa utworzone ze wspéhrzednych wektoréw ¢(v;) w bazie B

(dla kolejnych wektoréw v; bazy A).

Przyktad 5. Zapiszemy macierz My (p) przeksztatcenia ¢ : R? — R3

gdzie A = (v1,v9) — baza przestrzeni R?, B = (w;, ws, ws) — baza przestrzeni R? i wiadomo, ze
o(vy) = wy + ws, ©(v2) = wy — 2ws.

Macierz przeksztatcenia bedzie miata dwie kolumny, bo tyle jest wektorow w bazie dziedziny
przeksztalcenia.

W pierwszej kolumnie bedzie zapisany wektor p(v;) = w; + w3 = (1,0,1)3,

a w drugiej kolumnie wektor ¢(vy) = wqy — 2wz = (0,1, —2)5.

1 0
Stad Mg (o)=1]0 1
1 -2

Uwaga: Macierze tego samego przeksztatcenia ¢ : V' — W moga by¢ rézne - zalezg od wyboru

bazy przestrzeni V' i W, ale zawsze sg tego samego wymiaru m x n, gdzie n = dim V', m = dim W.

Przyktad 6. Zapiszemy macierze przeksztatcen z przyktadu 1.

a) Macierz przeksztalcenia zerowego ¢ : V. — W jest macierza zerowa [0],x, (w dowolnych

bazach), gdzie dimV =n, dimW =m .

b) Macierz przeksztatcenia identycznos$ciowego id: V — V' jest macierza jednostkowa

ME(id) = I,,, gdzie dim V = n, B - baza przestrzeni V .

c) Dla przeksztalcenia ¢ : R? — R3, ¢((x,y)) = (z + v,z — 3y, 2y)

1 1
macierz tego przeksztatcenia w bazach kanonicznych ma postaé¢: M, §§(¢) =11 =31,
0 2

gdyz w kolumnach wpisujemy odpowiednio ¢((1,0)) = (1,1,0), ¢((0,1)) = (1,-3,2).
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d) Dla przeksztalcenia ¢ : Ry[z] — R?2, ¢(w) = (w(1),w'(2))
wyznaczymy wartoéci na wektorach z bazy kanonicznej A = (22, z, 1) przestrzeni Ry |[x].
o(a?) = (1,4), ¢(z) = (1,1), (1) = (1,0).

1 11

Macierz tego przeksztatcenia w bazach kanonicznych ma posta¢ M g‘;(gb) =
4 1 0

Tw. 2. Niech V, W - skonczeniewymiarowe przestrzenie liniowe,

A - baza przestrzeni V', B - baza przestrzeni W.

Niech ¢ : V' — W bedzie przeksztalceniem liniowym, v € V., w € W.
Wéwezas  ¢(v) = w < Mg (p) - M4(v) = Mp(w)

Wniosek. Jezeli A i B sg bazami przestrzeni V', to dla dowolnego wektora v € V

zachodzi réwno$¢  Mp(A) - M4(v) = Mp(v).

2 0 -1
1 3 2

Przyktad 7. Dana jest macierz przeksztalcenia ¢ : V — W, M#(¢) =

Wyznaczymy wzor tego przeksztatcenia dla réznych przestrzeni V i W,

przyjmujac, ze A - baza kanoniczna przestrzeni V, B - baza kanoniczna przestrzeni W.

a) Niech V = R3, W = R2. Z macierzy przeksztalcenia odczytujemy:

6((1,0,0)) = (2,1), 6((0,1,0)) = (0,3), ((0,0,1)) = (~1,2).

Stad (2., 2)) = 26((1,0,0)) + y((0, 1,0)) + 26((0,0, 1)) = 2(2, 1) + y(0,3) + 2(~1,2) =
= (22— 2,2 + 3y + 22).

Mozna tez wykorzystaé tw. 2. Mianowicie, jesli przyjmiemy v = (z,y, z), to

X
2 0 —1 20 — 2
Me,(¢(v)) = Mg () - M, (v) = Sy | =
1 3 2 T+ 3y + 22
VA

b) Niech V =R3 W = R;[z]. Z macierzy przeksztalcenia odczytujemy:
#((1,0,0)) =22 +1, #((0,1,0)) =3, ¢((0,0,1)) = —z + 2.

Stad ((a,b,¢)) = a6((1,0,0)) + b6((0, 1,0)) + ¢6((0,0,1)) =
=a(2x+1)+b(3)+c(—xr+2) = (2a —c)r +a+3b+2c = (2a — ¢,a + 3b + 2¢)p.
Mozna tez wykorzysta¢ tw. 2.

Mianowicie, jesli przyjmiemy B = (z,1) v = (a,b,c), to
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Mp(¢(v)) = Mg () - Me, (v) = 20 —c

a+3b+ 2c

a
2 0 —1 ]
1 3 2
c
c) Niech V =Ry[z], W =R? A = (2% x,1) - baza Ry[z]. Z macierzy przeksztalcenia mamy:

Stad ¢(az?® + bz + ¢) = ad(z?) + bd(z) + cp(1) = a(2,1) + b(0,3) + ¢(—1,2) =
= (2a — c,a+ 3b+ 2c).

Mozna tez wykorzysta¢ tw. 2. Mianowicie, jegli przyjmiemy v = az? + bx + ¢ = (a, b, c) 4, to
a

2 0 —1

13 2
c

d) Niech V = Ry[z], W = Ry[z]|, A = (22, 2,1) - baza Ry[z]|, B = (x,1) - baza R[]

2a — ¢

M, (¢(v)) = Mg, () - Ma(v) =

a+3b+ 2c

7 macierzy przeksztatcenia mamy:

o(a*) = (2, ) =22+1, ¢(x)=(0,3)5=3, ¢(1)=(-1,2)p=—z+2.

Stad ¢(ax® + bx + ¢) = ap(z?) + bo(x) + cp(1) = a2z — 1) + b(3) + ¢(—x +2) =
=(2a—c)r+a+3b+2c=(2a — c,a+ 3b+ 2¢)p.

Mozna tez wykorzystaé¢ tw. 2. Mianowicie, jedli przyjmiemy v = ax® + bx + ¢ = (a, b, ¢) 4, to
a

2 0 —1

1 3 2
c

Tw. 3. Niech ¢ : V — Wiy : W — U - przeksztatcenia liniowe,

2a — ¢

Mp(p(v)) = Mg () - Ma(v) = a+ 3b+ 2¢

gdzie V, W, U - przestrzenie liniowe skonczonego wymiaru nad ciatem K.
Niech A - baza przestrzeni V', B - baza przestrzeni W, C - baza przestrzeni U.

Wowezas M@ (1 o ) = ME() - Mg'().

Przyktad 8. Wykorzystujac macierze wyznaczymy macierz oraz wzor przeksztatcenia 1) o ¢,

gdzie ¢ : R? = R?, o((z,9)) = 2 —y,3y,x —4y), ¢ :R* =R, ¢((v,y,2)) =2z —5z.

Macierze tych przeksztatcen w bazach kanonicznych to:

2 -1
MZ2(¢)=]0 3 | oraz Mff’(w:[z 0 —5]-
1 —4
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2 —1
Zgodnie z tw. 3. Mgf(lpogb) = Mff(w) : Mg;(gb) = [ 2 0 =5 } 10 3 | = { -1 18 }
1 —4

x x I
A stad M, (v 0 ¢)((x,y))) = ME (o ¢) - { ] = { -1 18 ] : [ ] = | —r+ 18y }
y L
i wzor (¥ o ¢)((z,y)) = —z + 18y.
Stw. 1. Jezeli A i B sa bazami przestrzeni V, to M4(B) = M5(id).
Stw. 2 . Niech ¢ : V — W bedzie przeksztatceniem liniowym (V', W - przestrzenie skonczonego

wymiaru) A, C - bazy przestrzeni V, B, D - bazy przestrzeni W.

Woéwezas zachodzi rownosé:

Mp () = Mp(id) - My (¢) - Mj(id)

Przyktad 9. Wykorzystujac macierze wyznaczymy wzor przekszalcenia z przyktadu 3.
2 3
11|

01
Na tej podstawie mozemy zapisa¢ macierz przeksztalcenia w bazie A M4(¢) = { ] .

Przypomnijmy: ¢ : R? — R? baza A = (vy,v) = ((2,1),(3,1)), stad Mg, (A) =

Ponadto ¢((2,1)) = (3,1), ¢((3,1)) = (2,1),
czyli p(v)) =vg =0-v1+1-v3=1(0,1)4, &(v2) =v1 =1-v; +0-v9y = (1,0) 4.

10
Wzor przeksztatcenia mozemy odczytaé z macierzy przeksztalcenia w bazach kanonicznych.

Zgodnie ze stwierdzeniem 2. mozemy zapisac

ME(¢) = Mg (id) - M4 (¢) - M (id),

2 3 igy ¢_1:23_1=_13
1 1}, M (id) = (Mz}(id)) [1 1] {1 2].

. £ 23 01 -t e
Dostajemy Mg (¢) = L1 : 10 ‘ 1 -9 - 0 1

gdzie M (id) = Mg,(A) =
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-1 5 ~z+5
Astad M, (6((x,y)) = ME(@)- | * | = S
Yy 0 1 Yy y

Na tej podstawie dostajemy wzoér przeksztatcenia ¢((x,y)) = (—x + by, y).

Def. Jadrem przeksztalcenia liniowego ¢ : V — W nazywamy zbidér
Kerop={veV:pw) =0y}
Def. Obrazem przeksztalcenia liniowego ¢ : V — W nazywamy zbior

Imy = {p):veV}

Tw. 4. Niech ¢ : V — W bedzie przeksztalceniem liniowym. Wtedy:
Ker ¢ jest podprzestrzenia przestrzeni liniowej V/,

Im ¢ jest podprzestrzenia przestrzeni liniowej W.

Tw. 5. Jedli V jest przestrzenig liniows skonczonego wymiaru, to dla dowolnego przeksztatcenia

liniowego ¢ : V' — W zachodzi réwnosé¢
dim V' = dim Ker ¢ 4+ dim Im ¢.

Def. Niech ¢ : V' — W bedzie przeksztatceniem liniowym.
Jesli Im ¢ jest przestrzenia skonczeniewymiarowsg to liczbe dim Im ¢ nazywamy rzedem

przeksztatcenia liniowego ¢ i oznaczamy ().

Tw. 6. Niech ¢ : V — W bedzie przeksztatceniem liniowym,
A - baza przestrzeni V', B - baza przestrzeni W.

Wowcezas r(p) = r (Mg‘(gp)).

Uwaga: Rzad macierzy przeksztatcenia nie zalezy od wyboru bazy

(wszystkie macierze tego samego przeksztalcenia maja jednakowy rzad).

Przyktad 10. Wyznaczymy jadro i obraz poznanych przeksztatcen z przyktadu 1.
a) Przeksztalcenie zerowe ¢ :V — W, Yo eV ¢(v) =0y
Jadro przeksztatcenia Kerg ={v € V : ¢(v) = Oy} =V - cala dziedzina przeksztalcenia.

Obraz przeksztalcenia Img = {p(v) : v € V} = {Ow} - podprzestrzen zerowa przestrzeni WW.

8
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Rzad przeksztatcenia wynosi zero.

b) Przeksztalcenie identycznosciowe idy : V — V, Yo eV idy(v) =v

Jadro przeksztalcenia Kergp ={v €V :id(v) =0y} ={v € V : v =0y} = {0y} - podprzestrzen
zerowa przestrzeni V.
Obraz przeksztalcenia Imy = {id(v) : v € V} = {v € V} =V - cala dziedzina przeksztalcenia.

Rzad przeksztatcenia jest rowny wymiarowi przestrzeni V.

c) Funkcja ¢:R* = R?  o((z,y)) = (z +y,z — 3y, 2y)

Jadro przeksztatcenia Ker¢ = {(z,y) € R?: (v +y,z — 3y,2y) = (0,0,0)}

r+y =0
Aby wyznaczy¢ jadro przeksztatcenia nalezy rozwigzac jednorodny uktad réwnan § x —3y =0
2y =0

Jedynym rozwiazaniem tego uktadu jest (0,0), wigc Ker¢ = {(0,0)} - podprzestrzen zerowa
przestrzeni R?.

Zastosujemy Tw. 5, aby wyznaczy¢ wymiar obrazu przeksztaltcenia.

dim V' = dim Ker ¢ 4+ dim Im ¢

W naszym przypadku podstawiamy dimV = 2, dim Ker ¢ = 0 i dostajemy

2=0+dimIm¢ = 7(¢)=dimIm¢=2.

Wiemy juz, ze wymiar obrazu przeksztatcenia jest réwny 2.

Oznacza to, ze Im ¢ jest dwuwymiarows podprzestrzenig przestrzeni R3.

Obraz przeksztalcenia Im ¢ = {(x + y,x — 3y,2y) : =,y € R}.

Wyznaczymy baze tej podprzestrzeni.

Wektory nalezace do obrazu mozna zapisa¢ w postaci:

w=(r+y,x—3y,2y) =x(1,1,0) + y(1,-3,2).

Sa wiec kombinacjami liniowymi wektoréw w; = (1,1,0) i wy = (1, -3, 2),

czyli Im ¢ = Lin{(1,1,0), (1, —3,2)}.

Uktad wektoréow (wy,wq) = ((1,1,0), (1, —3,2)) jest liniowo niezalezny, wiec jest baza przestrzeni

Im ¢.

Baze obrazu przeksztatcenia mozemy tez wyznaczy¢ na podstawie macierzy tego przeksztaltcenia.
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11
ME(@)=|1 -3
0 2

W kolumnach tej macierzy zapisane sa wektory, ktére generuja przestrzen Im ¢.

Zauwazmy, ze to sa wlasnie wektory wy; = (1,1,0) i wy = (1, —3,2) wyznaczone wczesniej.

Def. Przeksztatcenie liniowe ¢ : V' — W nazywamy nieosobliwym, jesli jest réznowartosciowe.

Tw. 7. Niech ¢ : V — W bedzie przeksztatceniem liniowym (V' - ma skonczony wymiar).
Nastepujace warunki sg rownowazne:

(1) ¢ jest przeksztalceniem nieosobliwym,

(2) Kerp = {0y}
(3) r(p) =dim V.

Def. Przeksztatcenie liniowe ¢ : V' — W nazywamy izomorfizmem, jesli jest roznowarto$ciowe

i "na”. Przestrzenie V' i W nazywamy wtedy izomorficznymi.

Stw. 3. Przeksztatcenie p : V — W jest izomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy
Kero ={0y}ilmp=W.

Uwaga: Wymiary izomorficznych przestrzeni skonczenie wymiarowych sa réwne.
Uwaga: Macierz izomorfizmu jest macierza kwadratowa nieosobliwa.
Jesli V' i W sa przestrzeniami liniowymi skoniczeniewymiarowymi i dim V' = dim W

to kazde przeksztatcenie nieosobliwe ¢ : V' — W jest izomorfizmem.

Przyktad 11. Sprawdzimy, czy podane przeksztatcenie liniowe jest izomorfizmem oraz wyzna-

czymy jego jadro i obraz.
¢:R3—>R37 ¢((x7y7z)) - (m—y—i—z,z—y,y—x—z)

Napiszemy wzor w postaci uporzadkowanej, aby tatwo zapisa¢ macierz przeksztatcenia.

1 -1 1
-1 1 -1
Rzad macierzy przeksztalcenia jest réwny 2, bo jedng kolumne mozna skresli¢ (ko = —ks)

1 pozostanie macierz z dwiema kolumnami liniowo niezaleznymi.

10
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W takim razie rzad przeksztalcenia tez jest rowny 2, wiec to nie jest przeksztalcenie "na”, wiec
nie jest réwniez izomorfizmem.

Obraz przeksztatcenia jest przestrzenia generowang przez wektory zapisane w kolumnach macierzy
tego przeksztalcenia. ZauwazyliSmy wyzej, ze sposrdd trzech kolumn macierzy mozemy wybraé
najwyzej dwie, aby mie¢ uktad liniowo niezalezny. Wektory zapisane w tych dwoch kolumnach
beda stanowily baze przestrzeni Im ¢, moze to by¢ np. uktad ((1,0,—1), (—1,—1,1)).

Jadro przeksztalcenia to zbior Ker¢ = {(x,y) € R*: (x —y+z,—y+z,—x+y—2z)=(0,0,0)}

r—y+z =0
Aby wyznaczy¢ jadro przeksztatcenia nalezy rozwiaza¢ jednorodny uktad rownan —y+2z =0
—r+y—2z =0

Ostatnie réwnanie mozemy pominac, bo jest wielokrotnoscia pierwszego.

X , 1 -1 1|0 w1 — Wa 1 0 010
Macierz zredukowanego uktadu ma postaé [A|B] =

0 -1 11]0 — 0 —1 110
Ostatnia macierz odpowiada uktadowi
z =0 x 0 0
z =0
= 3V2 =y < |y|=|ly|=y]|l
-y+z =0
y €R z Y 1

Jadro przeksztalcenia jest zbiorem wektoréw Ker ¢ = {(0,y,y) : y € R} = Lin{(0,1,1)}.
Jest to jednowymiarowa podprzestrzen przestrzeni R generowana przez wektor (0,1, 1).

Uktad sktadajacy sie z tego wektora jest baza tej podprzestrzeni.

Tw. 8. Kazda przestrzen liniowa wymiaru n nad ciatem K jest izomorficzna z K.

Przyktad 12. Przestrzenie Ry[z] i R? sq izomorficzne. Wskazemy izomorfizm tych przestrzeni.
Niech B = (22, z,1) - kanoniczna baza przestrzeni Ry[z],
Es = (e, e9,e3) = ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) - baza kanoniczna przestrzeni R3.
Izomorfizm ® : Ry[z] — R? definiujemy nastepujaco:
D(z%) =e;, P(x)=e€9, (1) =e3. Roéwnowaznie: ®(ax?® + bz +c) = (a,b,c).
100

Macierz tego przeksztatcenia ME (®) = | 0 1 0 | jest nieosobliwa, wigc ® jest izomorfizmem.

0 01
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