Matematyka Konkretna 1 Wyktad 11 Z. Trebska 247

Uklady réwnan liniowych

Roéwnanie liniowe z niewiadomymi x4, xs, ..., z,, € K to rownanie postaci
1T + aexo + ... + T, = ﬁ,

gdzie ay, as, ...ap, B sa danymi elementami ciata K.

Bedziemy rozwaza¢ uktady m réwnan liniowych z n niewiadomymi:

a11T1 + a12T9 + ...+ A1y = bl

211 + A92T9 + ... + A9y, Ty = b2

(%)

Am1T1 + Q2T + oo + QppTn = bm

Rozwigzaniem ukladu (*) nazywamy kazdy ciag elementéw (x1,...,x,) € K spelniajacy ten

uktad.

Macierz A = [a;;]mxn Nazywamy macierza wspotczynnikéow uktadu réwnan,

macierz B = [b;];nx1 nazywamy kolumna (wektorem) wyrazéw wolnych.

a11 aiz ... Qip by

21 A22 ... Q2p b2
A= B =

| Gm1 Q2 - iy, | | O |

Interpretacja geometryczna dla przypadku ukladu réwnan z trzema niewiadomymi.

e Pojedyncze réwnanie liniowe opisuje zbiér punktéw pewnej plaszczyzny w przestrzeni R?
- zbiér rozwiazan takiego réwnania to zbiér punktéw z tej wlasnie plaszczyzny (zbior

rozwiazan jest dwuwymiarowy).

e Uktad dwdch réwnan liniowych opisuje zbior punktéw nalezacych do czedci wspdlnej dwoch
ptaszczyzn. Najczedciej takie ptaszezyzny przecinaja sie wzdtuz prostej i wtedy zbiér roz-
wigzan jest jednowymiarowy. W przypadku, gdy réwnania opisuja dwie ptaszczyzny po-
krywajace sie, zbiorem rozwiazan jest ta ptaszczyzna. W przypadku, gdy rownania opisuja

rozne plaszcezyzny rownolegle, zbior rozwigzan jest pusty.

e Uktad trzech réwnan liniowych opisuje zbior punktéw nalezacych do czesci wspolnej trzech
ptaszczyzn. W typowej sytuacji takie ptaszczyzny przecinaja sie w jednym punkcie, wtedy
istnieje doktadnie jedno rozwigzanie tego uktadu réwnan (rozwiazanie jest okreslone jedno-
znacznie). Wzajemne polozenie trzech plaszezyzn moze by¢é inne i np. zbiorem rozwiazan
moze by¢ jedna plaszczyzna lub jedna prosta. Uktad réwnan moze nie mie¢ rozwigzan

(uktad sprzeczny), gdy np. dwie z trzech plaszczyzn sa réwnolegte.



Matematyka Konkretna 1 Wyktad 11 Z. Trebska 247

Uktad réwnan liniowych nazywamy jednorodnym, jesli wszystkie wyrazy wolne sg rowne 0.

W przeciwnym wypadku uktad nazywamy niejednorodnym.

Uwaga: Kazdy uktad jednorodny ma co najmniej jedno rozwigzanie.
Jest nim rozwigzanie zerowe r; = ... =z, = 0.

Zbior rozwiazan uktadu jednorodnego jest pewna podprzestrzenia przestrzeni R™.

Uwaga: Wprowadzmy oznaczenie X = [z;],x1. (X — wektor niewiadomych)

Uktad (%) jest wtedy réwnowazny réwnaniu macierzowemu
A-X =B,

gdzie X jest niewiadomag macierzg, A, B - danymi macierzami.

- - T - -

a1 a12 ... Qip b1
T2

21 Q22 ... Q2p by

| Am1 Gm2 - Amp | _bm_
Tn

Def. Uktad () nazywamy ukladem Cramera, jesli liczba réwnan jest réwna liczbie

niewiadomych oraz macierz wspétczynnikéw uktadu ma wyznacznik rézny od zera.

Metoda Cramera

Tw. Uktad Cramera ma dokladnie jedno rozwiazanie.

Jezeli uktad (%) jest ukladem Cramera z n niewiadomymi, to rozwiazanie dane jest wzorami
det A, det Ay, det A(,
xlzie ( 1), .1'2:78 ( 2), vy l’nzie (@n)

det A det A det A

gdzie A = [a;;] oraz A(z,) oznacza macierz otrzymang z macierzy A poprzez zastapienie kolumny

(wzory Cramera)

wspoOtczynnikéw przy niewiadomej x; kolumng wyrazéw wolnych.

Uwaga. Jedynym rozwigzaniem jednorodnego uktadu Cramera jest rozwigzanie zerowe.

Przyktad 1. Rozwiazemy uktad réwnan korzystajac ze wzoréw Cramera.

Dla uktadu
3r+2y —2z=-1 3 2 =2 —1 x
dr+4y -3z =3 A=14 4 3|, B=|3 |, X=|y
—r—y+z=2 -1-11 2 z
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Obliczamy potrzebne wyznaczniki.
3 2 -2
detA=1]4 4 —3|=1,
—-1-11
-1 2 =2 3 —1 -2 3 2 —1
detA(x): 3 4 —-3|=3, detA(y): 4 3 —-3|=6, detA(z): 4 4 3 |=11
2 -1 1 -1 2 1 —-1-1 2
det A, det A det A,
I dostajemy rozwigzanie: x = flet;l) =3, y= fletf(ly) =06, z = fletf(l) =11.

Metoda macierzowa

Tw. Jezeli uktad (x) jest uktadem Cramera z n niewiadomymi,
to rownanie macierzowe A - X = B, gdzie A = [a;;]nxn, B = [bilnx1, X = [j]nx1

ma doktadnie jedno rozwigzanie X = A~! - B.

Przyktad 2. Rozwiazemy metoda macierzowa uktad réwnan z przyktadu 1.
-1

3 2 =2 1 0 2
Potrzebna bedzie macierz odwrotna do A. A™'=1| 4 4 -3 =|1-111
—-1-11 0 —14
1 02 -1 3
Obliczamy X =A1'-B=|-111|-|3|=1]6
0 —114 2 11
Def. Macierza rozszerzong ukladu (x) nazywamy macierz
[ ai; a2 ay, | b ]
g1 (22 azn | bo
[AlB] =
L m1 Am2 ... Amp bm i

Metoda eliminacji dla uktadéw Cramera

Zapisujemy macierz rozszerzong uktadu réwnan [A|B].

Nastepnie wykonujemy serie operacji na wierszach macierzy [A|B], tak aby uzyska¢ macierz

postaci [I,,|X] (macierz jednostkowa ma powstaé¢ w miejscu macierzy A).

Wtedy wektor X jest wektorem rozwigzan uktadu.

Schemat postepowania: [A|B]

operacje na wierszach [I|X]
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Mozemy wykonywaé nastepujace operacje na wierszach przeksztalcanej macierzy [A|B]:

- mnozenie wiersza przez skalar rézny od zera (a - w;),
- dodawanie do wiersza wielokrotnosci innego wiersza (w; + « - w;),

- zamiana wierszy miejscami (w; «— w;).

Przyktad 3. Rozwiazemy metoda eliminacji uktad réwnan z przyktadu 1.

3 2 —2|-1 0 —11|5 0 -1 1|5
[AB)=| 4 4 —g|g | fmiverin g g 1011 220 g 0 1|11
11 1|2 1112 1 0 0]-3

01 —1]|-5 100|3 3

Lot g g 1 |11 | demmmwse gy gl | =[I]1X] = X = | 6
10 03 00 111 11

Uwaga: Metoda eliminacji jest bardzo efektywna, gdy chcemy jednoczesnie rozwiazac szereg

uktadéw Cramera z taka sama lewsg strona, ale z r6znymi prawymi stronami.
Jesli mamy uktady réwnan o macierzach rozszerzonych:

[A|By], [A|Bs], ..., [A|Bx], gdzie A jest macierza nieosobliwg stopnia n, to mozemy wykonaé
operacje na wierszach, niezmieniajace rzedu na macierzy [A|B|Bs|...|By] tak, by w miejscu

macierzy A dosta¢ macierz I,.

Schemat dziatania nastepujacy:

operacje na wierszach
[A|By|By] . ..|B;] 22 (1. X1 Xo| . .. | X4

Wtedy w kolumnach X7, Xo, ... X, macierzy wynikowej beda rozwiazania poszczegdlnych ukta-

déw réwnan.

Tw. Kroneckera-Capellego

Uktad réwnan liniowych (%) o macierzy rozszerzonej A|B ma rozwiazanie wtedy i tylko wtedy,
gdy r(A) = r(A|B).

Ponadto

1° jesli 7(A) = r(A|B) = n, to uktad ma doktadnie jedno rozwiazanie,

2° jesli r(A) = r(A|B) = k < n, to uktad ma nieskoriczenie wiele rozwiazan zaleznych od n — k

zmiennych (parametréw).
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rT—y+2z =4

Przyktad 4. Okreslimy liczbe rozwigzan oraz podamy rozwigzanie uktadu ¢ —z +2y+2 =3
y+3z =7

Zastosujemy tw. Kroneckera-Capellego. W celu wyznaczenia rzedow macierzy wykonamy takie

operacje na wierszach macierzy rozszerzonej tego ukladu, ktére nie zmieniaja rzedu macierzy.

1 -1 24 1 -1 24 | 1 9l4
[A‘B] _ 1 9 113 wo+wi 0 1 3|7 skreslenie ws _ [;{|E]
0 1 3|7
0o 1 3|7 0 1 3|7

Otrzymana macierz odpowiada uktadowi rownan réwnowaznemu temu pierwotnemu.

Zachodzi réwnosé rzedéw macierzy r(A) = r(A) oraz r[A|B] = r[A|B.

Wiersze macierzy A sa liniowo niezalezne, wiec r(A) = r(A) = 2, podobnie 7[A|B] = 2, liczba
niewiadomych uktadu to n = 3. Na mocy Tw. Kroneckera-Capellego uktad réwnan posiada
nieskonczenie wiele rozwigzan zaleznych od n —r = 1 parametru.

Rozwigzanie jest jednowymiarowe (prosta w przestrzeni R3).

Do rozwigzania uktadu zastosujemy metode kolumn jednostkowych.

Metoda kolumn jednostkowych

Jezeli r(A) = r(A|B) = k < n, to wykonujac operacje wierszowe na macierzy [A|B] moze-
my uzyskaé¢ taka posta¢ macierzy A, w ktorej bedzie k liniowo niezaleznych kolumn macierzy
jednostkowej I.. Gdy taka posta¢ uzyskamy, pozostawiamy po lewej stronie uktadu zmienne
odpowiadajace kolumnom jednostkowym, a pozostale przenosimy na prawg strone réwnan. Od-

czytujemy rozwigzanie, traktujac zmienne, ktére pojawity sie po prawej stronie jako parametry.

1 -1 2|4 10511
AlB) = — o

0 1 3|7 0137
Dostalismy macierz z maksymalng liczba niezaleznych kolumn jednostkowych. Mozemy z niej

odczytaé rozwigzanie.

x
105 11 ) o r+5z =11
|y | = réwnowaznie
013 7 y+3z =7
z
Zmienne x i y odpowiadaja kolumnom jednostkowym, a zmienna z bedzie parametrem (prze-

nosimy ja na prawa strone réwnan). Zmienne = i y beda wyrazone za pomoca zmiennej z.

Otrzymujemy nastepujace rozwigzanie uktadu:



Matematyka Konkretna 1 Wyktad 11 Z. Trebska 247

r=11—-5z T 11 _5
y=7—32 réwnowazny zapis kolumnowy: | ¢y | = | 7 | +2-| =3
z€eR z 0 1

7 postaci kolumnowej tatwo otrzymujemy interpretacje geometryczng rozwigzan:
sa to punkty w przestrzeni R? nalezace do prostej zawierajacej punkt Xy = (11,7,0)

o kierunku wektora v = (=5, —3,1).

r+y+az =1
ar —2y+4z =a+2

Przyktad 5. Okreslimy liczbe rozwigzan uktadu

w zaleznosci od a € R.

1 1 a| 1

Macierz rozszerzona uktadu to [A|B] =
a =2 4la+2

Zastosujemy tw. Kroneckera-Capellego.

Na poczatku wybiarzemy minor maksymalnego stopnia (czyli minor stopnia 2) macierzy A.

1 1
Niech to bedzie minor =—-2—a
a —2
Wybrany minor jest niezerowy dla a # —2 i wtedy mamy r(A) = r([A|B]) = 2,
wiec rozwiazania isnieja. Liczba niewiadomych n = 3, wiec jest nieskonczenie wiele rozwigzan

zaleznych od n — r = 1 zmienne;j.

1 1 =21
Gdy a = —2 mamy [A|B] =
-2 =2 410
i wtedy r(A) =1, bo zachodzi wy = —2w; - zaleznosé¢ wierszy macierzy A,

ale 7([A|B]) = 2, bo zaden wiersz macierzy [A|B] nie jest wielokrotnoscia innego wiersza tej

macierzy.

W tej sytuacji uktad nie posiada rozwiazan, gdyz r(A) # r([A|B]).

Przyktad 6. Sprawdzimy, czy wektor (1,2,3,4) jest kombinacja liniowa wektoréw
(1,2,1,2),(1,2,1,3),(4,3,2,1).

Sprawdzimy, czy istnieja takie liczby z,y, z € R, dla ktorych zachodzi réwnoéé:

2(1,2,1,2) +y(1,2,1,3) + 2(4,3,2,1) = (1,2,3,4).
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1 1 1] 1
. 2 2 3 2
W zapisie kolumnowym: x +y +z =
1 1 2 3
| 2 | 3 1 |4
Powyzsza rownos¢ jest rownowazna uktadowi rownan liniowych o macierzy rozszerzonej
(11 4|1
2 2 32
[AlB] =
1123
12 3 14
Wykonamy seri¢ operacji na wierszach tej macierzy niezmieniajacych jej rzedu.
(11 4[1] wo—2w [11 4 |1] (11 4|1 ]
wsy : (—H)
2 2 3|2 w3 — Wy 00 —=5]|0 (—2) 00 1|0
ws : (—
1123 wi—2w |00 -2/2| ° 00 1|1
—
2 3 1[4 — 101 =72 | 101 =7 2 |

Dostali$my uktad sprzeczny, bo drugi wiersz jest rownowazny rownaniu: z = 0,

a trzeci odpowiada rownaniu: z = —1.

Nie istnieja rozwigzania tego uktadu réwnan, co jest rGwnowazne temu, ze podany wektor nie
jest kombinacja liniowa wymienionych wektoréw (nie nalezy do przestrzeni rozpietej przez te

wektory).

Def. Jadrem macierzy A € M,,«,(K) nazywamy zbiér wszystkich macierzy X € M, (K),
takich ze AX = 0.

Jadro macierzy A oznaczamy symbolem Ker A i traktujemy jako podprzestrzen przestrzeni K".
Wyznaczenie jadra macierzy odpowiada rozwiazaniu jednorodnego uktadu rownan o macierzy
rozszerzonej [A|0]. Pojecie jadra macierzy A odpowiada pojeciu jadra przeksztatcenia liniowego,

ktérego macierz w ustalonych bazach jest rowna macierzy A.

Def. Ukladem fundamentalnym rozwigzan réwnania AX = 0 nazywamy dowolng baze

przestrzeni rozwigzan tego ukltadu, czyli baze przestrzeni Ker A.

1 2 -16
-3 5 4 2

Przyktad 7. Wyznaczymy jadro macierzy A =

Rozwiazujemy uktad jednorodny o macierzy rozszerzonej [A|0], przyjmiemy wektor niewiado-

mych (x,y, 2, t).

Do rozwiazania uktadu zastosujemy metode eliminacji (kolumn jednostkowych).
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1 2 -16(0| wo+3w; |1 2 =1 6|0| wi+we |1 13 0 26|0

[A[0] =
35 4 2(0 — 011 1 200 — |0 11 1 20|0

Mamy juz posta¢ macierzy z dwiema kolumnami jednostkowymi, mozemy odczyta¢ rozwigzanie.

Wyznaczymy zmienne x i z za pomocg zmiennych y i ¢.

(2] [-13] [ -26]
r = —13y — 206t
r+ 13y +26t =0 Yy 1 0
= z = —1ly — 20t = =y +1
1y + 2+20t =0 2 ~11 —20
y,t €R
] 0 1
[ —13] [ —26 ]
) , 1 0
Jadro macierzy A to KerA:Lm{ , }
—11 —20
- O - - 1 -

Postac¢ rozwigzania uktadu réwnan

Rozwazmy uktad (x) o macierzy rozszerzonej [A|B].

Niech Xg bedzie rozwigzaniem szczegélnym rownania AX = B.

Woéwcezas zbidr wszystkich rozwigzan réownania AX = B mozemy wyznaczy¢ jako Xg + Ker A.
Kazde rozwiazanie uktadu o macierzy rozszerzonej [A|B] jest suma pewnego rozwiazania

szczegblnego X oraz kombinacji liniowej wektorow z uktadu fundamentalnego rozwigzan.

rT+2y—2+6t =5
—3r+5y+42+2t =6

Przyktad 8. Rozwiazemy uktad réwnan

1 2 -1 615

Macierz rozszerzona tego ukladu to [A|B] =
-3 5 4 2|6

Znamy jadro macierzy A (wyznaczone w przyktadzie 7). Aby wyznaczy¢ zbior wszystkich roz-

wigzan tego uktadu, wystarczy wskazaé jakie$ rozwigzania szczegdlne Xj.
Takim rozwiazaniem jest np. Xy = (0,0, 1,1).

Rozwigzania uktadu mozemy wiec zapisa¢ nastepujaco:

x 0 —13 —26
Yy 0 1 0
X = =Xo+ KerA = +y +t , Yy, t€R.
z 1 —11 —20
Lt 1 0 ] 1]

Jest to tzw. rozwigzanie ogdlne niejednorodnego uktadu réwnan.
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Rozwigzywanie ukladéw réwnan liniowych

Metoda wyznacznikowa

Jezeli r(A) = r(A|B) = k < n, tousuwamy z uktadu (*) te réwnania, w ktérych wspétezynniki
przy niewiadomych nie wchodza do niezerowego minora stopnia k (wcze$niej wskazujemy taki
minor). Nastepnie po lewej stronie pozostawiamy te zmienne, ktérych wspétezynniki weszty do
wskazanego niezerowego minora. Pozostate sktadniki przenosimy na prawsg strone rownan. Ze
wzgledu na zmienne po lewej stronie uktad jest uktadem Cramera. Rozwiazujemy ten uktad

traktujac pozostate zmienne (jest ich n — k) jako parametry.

Metoda eliminacy

Nastepujace operacje wierszowe nie zmieniajg rozwigzania:

- pomnozenie wiersza przez statg rézna od zera

zamiana wierszy miejscami

dodanie do wiersza kombinacji liniowej innych wierszy

skredlenie zerowego wiersza

skreslenie wiersza liniowo zaleznego od innych wierszy.

Przy pomocy operacji wierszowych sprowadzamy macierz rozszerzona uktadu réwnan do postaci
trapezowej (schodkowej) (eliminacja Gaussa). Inna modyfikacja metody eliminacji jest metoda

kolumn jednostkowych.

Metoda eliminacyi Gaussa

Jezeli istnieje wiersz, w ktoérym sg same zera oprocz ostatniej kolumny, to uktad jest sprzecz-
ny. W przeciwnym przypadku mozna niewiadome odpowiadajace kolumnom wiodacym (tym, w
ktérych sa schodki) wyrazi¢ za pomoca pozostatych, ktore traktujemy jako parametry. Wyzna-
czamy niewiadome zaczynajac od ostaniego rOwnania, wstawiajac pozniej wyznaczone zmienne

do kolejnych wyzszych réwnan.
Metoda kolumn jednostkowych

Jezeli r(A) = r(A|B) = k < n, to wykonujac operacje wierszowe na macierzy (A|B) moze-
my uzyskaé¢ taka posta¢ macierzy A, w ktorej bedzie k liniowo niezaleznych kolumn macierzy
jednostkowej I.. Gdy taka posta¢ uzyskamy, pozostawiamy po lewej stronie uktadu zmienne
odpowiadajace kolumnom jednostkowym, a pozostate przenosimy na prawa stron¢ rownan. Od-

czytujemy rozwiazanie, traktujac zmienne, ktére pojawity sie po prawej stronie jako parametry.
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Wykorzystanie rozwigzania szczegolnego @ ukladu fundamentalnego rozwigzan

Uktad (*) mozna rozwiaza¢ znajdujac jego jedno rozwigzanie szczegdlne X, oraz wyznaczajac
uktad fundamentalny rozwiazan odpowiadajacego mu uktadu jednorodnego. Wtedy rozwiaza-
niem uktadu (*) bedzie suma X, + Xp, gdzie Xp jest kombinacja liniowa wektoréow z uktadu

fundamentalnego rozwiazan.
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