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LiczBY ZESPOLONE

Def. Liczba zespolong nazywamy uporzadkowana pare liczb rzeczywistych (x,y), xz,y € R.

(1,y1) = (22,12) & (11 = 22 oraz y; = ya).

Rownos¢ liczb zespolonych to rownos¢ odpowiednich wspotrzednych.

Zbior wszystkich liczb zespolonych oznaczamy przez C.

W zbiorze tym definiujemy dwa dziatania: dodawanie i mnozenie.

Niech z; = (ml,y1), Z9 = ($2,y2)‘
Dodawanie liczb zespolonych: 2z + 2o = (z1, 1) + (2, ¥2) = (z1 + T2, y1 + Y2).

Mnozenie liczb zespolonych: z; - zo = (21, y1) - (2, ¥2) = (T129 — Y12, T1Y2 + T241).

Przyktad 1 Wykonamy dzialania na liczbach z, = (1,2), z9 = (3,5)
Z1 + Z9 = (1,2) + (3, 5) = (4,7)
o =(1,2)-(3,5) =(1-3-2-5,1-5+2-3) = (—7,11)

Dodawanie i mnozenie liczb zespolonych to dziatania taczne i przemienne,

mnozenie jest rozdzielne wzgledem dodawania.

Liczba (0,0) nazywana zerem jest elementem neutralnym dodawania,

gdyz (0,0) + (z,y) = (z,y) + (0,0) = (z,y)

a liczba (1,0) nazywana jedynka jest elementem neutralnym mnozenia,

gdyz (1,0) - (z,y) = (z,y) - (1,0) = (z,y).

Dla kazdej liczby zespolonej z = (x,y) istnieje liczba zespolona przeciwna ozn. —z = (—x, —y).

Odejmowanie liczb zespolonych definiujemy nastepujaco:

2 — 2 =2+ (—2) = (x1 — 22,71 — Y2)-

Dla kazdej liczby zespolonej z # (0,0) istnieje liczba zespolona do niej odwrotna ozn. 271

spelniajaca warunek z-z7! = (1,0). (wyznaczenie odwrotnosci dalej)

Uwaga: Wyszczegolnione wyzej wlasnosci dziatan dodawania i mnozenia w zbiorze liczb

zespolonych pozwalaja stwierdzi¢, ze algebra (C, +, ) jest ciatem (podobnie jak (R, +,-)).



MAKO1 WYKELAD 314 - LICZBY ZESPOLONE 7. TREBSKA 21L 2

PrLASZCZYZNA ZESPOLONA

Plaszczyzna zespolona to model ciata liczb zepolonych C, w ktérym elementy z = (x,y)
traktujemy jak punkty ptaszczyzny R x R z ustalonym uktadem wspotrzednych kartezjanskich.
Zamiennie elementy (z,y) mozemy utozszamia¢ z wektorami wodzacymi, czyli wektorami

zaczepionymi w punkcie (0,0) o konicu w punkcie o wspétrzednych (z,y).

Dodawanie liczb zespolonych interpretujemy jako dodawanie odpowiadajacych im wektoréw na

plaszczyznie zespolonej.

+Y b Y

Y 2= (2,9) oAl

zZ9

LiCczZBY RZECZYWISTE

Rozwazmy zbiér {(x,0) : x € R} C C.
Zauwazmy, ze dla dowolnych x,y € R zachodzi

(2,0) + (3,0) = (¢ +4,0) oraz (2,0)- (y,0) = (x-4,0).

Mozemy traktowaé liczby zespolone postaci (x,0) jak liczby rzeczywiste i dalej bedziemy je

utozsamiac z liczbami rzeczywistymi.
Zbiér {(z,0) : x € R} € C utozsamiamy ze zbiorem liczb rzeczywistych (R C C).

Na ptaszczyznie zespolonej liczby rzeczywiste reprezentowane sa przez punkty nalezace do osi

odcietych (OX).

Zamiast (x,0) piszemy x.

Mamy réwniez 0= (0,0) € R oraz 1= (1,0) € R,

czyli elementy neutralne dziatan w zbiorze C sg liczbami rzeczywistymi.
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LiczBY UROJONE

Def. Liczbe zespolona (0, 1) nazywamy jednostka urojona i oznaczamy j.

Uwaga: j2=(0,1)-(0,1)=(-1,0)=—1, j &R

j jest pierwiastkiem kwadratowym z liczby —1 € R.

Uwaga: Jednostka urojona zostata po raz pierwszy wykorzystana w XV wieku przez matema-
tykéw Cardano i Tartaglie w celu wyprowadzenia wzoréw na rozwigzania rzeczywiste réwnan
wielomianowych trzeciego stopnia.

Uwaga: Generalnie matematycy oznaczaja jednostke urojong litera ¢. Oznaczenie j stosowane

jest czesciej przez inzynierow, a liczby zespolone majg istotne zastosowanie w opisie zjawisk

fizycznych, szczegdlnie tych zwigzanych z elektrycznoscia.

Przykltad 2 Wykonamy obliczenia
a-j=1(a.0)-(0,1)=(a-0-0-1,a-1+0-0) = (0,0a)
(Clj) (bj) = (O,CL)‘ (07b) = <_ab70) =—abeR

Liczbami czysto urojonymi nazywamy wszystkie zespolone liczby postaci yj, gdzie y € R\ {0}.

Na ptaszezyznie zespolonej liczby czysto urojone znajduja sie na osi rzednych (OY).

PoOSTAC KANONICZNA

Wykorzystujac wtasnosci dziatan na liczbach zespolonych, otrzymujemy

(xay) = (3:,0)+(0,y) = (x70)+(3/70)'<0a1) = <$>O)+<071)'(ya0) =x+7J-y.

Postaé algebraiczna (kanoniczna) liczby zespolonej (x,y) to zapis

z=x+jy lub z=2+yj.

Dzialania na liczbach zespolonych w postaci kanonicznej

Dziatania w postaci kanonicznej wykonuje si¢ jak na rzeczywistych wyrazeniach algebraicznych,

uwzgledniajac fakt, ze j2 = —1.
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Dla zy = x1 + jy1, 22 = T2 + jy» mamy

I 24 20=(x1+x2) +J(1 +y2)

2. z1— 2= (x1 —x2) + j(y1 — ¥2)

3. 2z = (w1 + Jy) (22 + Jy) = (2122 — Y1ye) + J(T1y2 + 22y1)

T+ Jy) (2 — Jy2) | TiTo+y1Ye | Toyi — Tl

ﬂ_xl—i_jyl:( = + 7 dla zp # 0
( :

2y To+ Jye

Ty + jy2) (T2 — jy2) T3+ Y3 3+ 3

Uwaga: Wykorzystujac wtasnos¢ 4. uzyskamy wzoér na odwrotnosé liczby z = x + jy

1 1 rT—Jy T .Y

z x4y xr4y? a2+ y? jx2+y2

Przyktad 3 Wykonamy obliczenia na liczbach 2y =1+ 25, 20 =3 —4j
21+2=14+27+3—-47=4—-2j

21o20=(1+2j) - 3—4j)=3—-4j+6j—8;>=3+2j+8=11+2j

a_ 142 (142)(3445) 346 +4j+8° 3+410j-8  —54+10j _ 1 2.
»  3-4j (3-4))3+4j)  9-162 2 25 55
L1 1-2j 0 1-2j 1 2

1+25 (1+2)(1-2j) 1+4 5 5

Wyliczymy jeszcze potegi liczby j.

jU:17 ] :]7 j2:_17 ]323232_]7 ]4:]2j2:(_1)(_1):1’ j5:j4]:j’ itd.

Czesé rzeczywista liczby zespolonej z = x + jy oznaczana jest Rez = .
Czesé urojona liczby zespolonej z = x + jy oznaczana jest Im z = y.
Kazda liczba zespolona moze by¢ zapisana w postaci

z=Rez+jlmz
Uwaga: Rez oraz Imz sa liczbami rzeczywistymi (tak, jak x oraz y).

Przyktad 4 Dla liczby z1 =3 -7 mamy Rez=3, Imz= -7,
dla liczby zo =37 mamy Rez=0, Imz=3.
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Uwaga: 21 =20 < Rezy =Rezy ¢ Imz; =Im 2
Uwaga: Re(z1 + 22) = Rez; + Rezy oraz Im (27 + 29) = Im 2y + Im 2

dla dowolnych z;, z5 € C.

Uwaga: Osie uktadu wspotrzednych dla ptaszczyzny zespolonej bedziemy oznaczaé

Re z zamiast z, Im z zamiast y i nazywa¢ odpowiednio osig rzeczywista i osia urojona.

Def. Sprzezeniem liczby zespolonej z = z + jy, x,y € R nazywamy liczbe
zZ=x—7J.

Mowimy, ze liczba Z jest sprzezona do liczby z.

Interpretacja geometryczna sprzezenia:
Sprzezeniem liczby zespolonej jako punktu na ptaszczyznie zespolonej jest odbicie tego punktu

wzgledem osi rzeczywiste;j.

Przyklad 5 Wyznaczymy sprzezenia liczb zy =2 — j, 2o = —1, 23 = 27.

t Imz
3T 2—7=2+4+
R A jl: —1
1+ L 2j =2
29 = Zo
T 1 o 5l
14 o2
—24»73

Przyktad 6 Rozwigza¢ réownanie z+ 2Z =6+ 5j.
Niech z = x+ jy. Wtedy dostaniemy

T+ jy+2(x— jy) =6+ 57, stad

3r —jy=6+5j

Porownujemy czesci rzeczywiste i urojone

Re: 3xz=6 Im: —y=5

Mamy wiec x = 2,y = =5, czyli z = 2 — 5j.
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Wtasnos$ci sprzezenia  Niech z, 2,2, € C, wtedy

- . . _ . o . . 21 —
21+ 29 = Z1 + Zog; 21 — R = X1 — %2, R1 R = 21 22 (z)Z; (Z)ZZ
2

Def. Modutem liczby zespolonej z = x + jy, z,y € R nazywamy liczbe |z| = /22 + 2.

Przyktad 7 Obliczymy moduty

Wtasnosci modutu Niech 2z, 29,2 € C, wtedy
2| =0< 2=0; lz| = |z]; |2]*=2-%

z z
|21 - 22| =[] - [22]; = Zm; gdy z2 # 0.

22 |22|

Uwaga: Modut liczby zespolonej jest liczba rzeczywista nieujemna.

Uwaga: Dla liczb zespolonych nieréwnosci nie majg sensu. Zbiér C nie jest uporzadkowany

tak jak zbior R.

Interpretacja geometryczna

Liczbe z = x + jy, mozemy przedstawi¢ na plaszczyZnie jako punkt o wspétrzednych (z,vy).

Modut liczby z jest odlegloscia tego punktu od punktu (0,0), czyli liczby zespolonej 0.

Wielko$¢ |z1 — 25 jest odlegloscia miedzy liczbami z; i zs.

Przykltad 8 Wyznaczyé zbiory liczb zespolonych z = x + jy speiniajacych podane warunki.

1. |z <2
Warunek podany oznacza, ze na plaszczyinie punkty z sq w odleglosci od 0 nie przekra-

czajqce] 2, czyli znajdujg sie w kole domknietym o srodku w zg = 0 @ promieniu r = 2
Izl = Va2 + 12 <2 & 2?+y?<4;

2. |z +2j] =2
Zadany warunek jest réwnowainy |z — (—27)| = 2, czyli punkty z majg odleglo$é réwng
2 od punktu zg = —2j. Oznacza to, Ze nalezqg do okregu o srodku w zg = —2j i promieniu
r=2
z+2j]=lz+jy+2) =22+ y+2?=2 & 2+ (y+2)?>=2%
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3. |z —j] =2+ 3]
Liczba |z — j| to odleglo$é punktu z od z1 = j, a liczba |z + 37| to odlegltosé punktu z od
29 = —3]
Podany warunek oznacza, ze szukamy punktow réwnoodleglych od zy @ zo. Punkty te lezg
na symetralnej odcinka {gczqgcego punkty zy 1 zo. Obliczenia:
lz—jl=le+iy—jl= 2>+ —1?2  |z43j] =z +jy+3j[ = /2> + (y +3)*
Réwno$é |z — j| = |z + 3j| zachodzi, gdy z*+ (y — 1)* = 2* + (y + 3)*
2+’ =2y +1l=a?+9y>+6y+9
8y=-8, cwhy=-1, xeR

Zbior rozwigzan to prosta okreslona rownaniem y = —1 lub rownowaznie Imz = —1.

ARGUMENT LICZBY ZESPOLONEJ

Miare ¢ kata skierowanego utworzonego przez dodatnig potos osi rzeczywistej i odcinek taczacy
z # 0 z poczatkiem uktadu wspétrzednych nazywamy argumentem liczby z.

Argument jest okresdlony tylko dla liczb z # 0.

Zbior wszystkich argumentow liczby z oznaczamy Arg z.

Argumenty danej liczby zespolonej réznig sie o catkowitg wielokrotnosé liczby 2.

Im z b Im 2

z = r(cosy + 7sin
c— iy . (cos ¢ + jsin @)

r=|z]

1 T\t
W
‘ ‘ - Rez ‘ ‘ ‘ Rez

Argument liczby z nazywamy argumentem gléwnym, jesli nalezy do przedziatu (—m, 7).

Argument gltéwny oznaczamy arg z.

Uwaga: Argument gtowny liczby z # 0 to taka liczba ¢ € (—m, 7|, dla ktérej

Rez , Im 2
cosp = ——, sinp = ——.
2| 2|
. oo, Imz
Jesli o € Arg z, to zachodzi réwnos¢ —— = tgp.

Rez
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Z powyzszej réwnosci mozemy wyznaczy¢ wartosci kata ¢ z doktadnoscia do km, k € Z.

Przyktad 9 Obliczyé argumenty podanych liczb.

1. 21 = 5
Liczba z1 lezy na dodatniej pélosi osi rzeczywistej, wiec np. ¢ = 0,
Rez 5 Imz 0

|Zl| 5 (100002 |Zl| 5

Argumenty liczby z1 spetniajg warunki cos p =

Stgd  arg(5) =0,  Arg(5) ={2kn: k€ Z}.

Uwaga: Wszystkie liczby zespolone lezgce na dodatniej pélosi osi rzeczywistej majq taks

sam argument gtowny argz = 0.

2. zg =gm
Liczba zy lezy na dodatniej potosi osi urojonej, ktora tworzy z dodatnig potosig osi
rzeczywistey kgt %, wiec np. o = 3.
Rezo =0, Imzy=m, |z2l=m7

0
Znajdujemy liczby ¢ spetniajgce warunki cose = — =01 sinp = T -1
™ 7

Dostajemy arg(jm) =35,  Arg(jm) = {5 +2kn : k € Z}.

Uwaga: Wszystkie liczby zespolone lezZgce na dodatniej potosi osi urojonej majq taki sam

argument glowny argz = 7.

3. z3=1+47
Liczba z3 lezy ma polprostej okreslonej warunkami y = x, x > 0, ktora tworzy z dodatniq

pdlosiq osi rzeczywistej kqt 7, wiec np. o = 7.

Rezs =1, Imz =1, |z|=+V12+12=+2
V2 1

1
Znajdujemy liczby ¢ spelniajgce warunki cos e = VoA 1 sing = =

Dostajemy arg(1+j) =75,  Arg(l+j)={] +2kn:kcZ}.

[

S

Uwaga: Wszystkie liczby zespolone postaci z = r(1 + j), gdzie r > 0 majg taki sam

argument gléwny arg z = 7.

Uwaga: Czasem (w niektérych podrecznikach) przyjmuje sie, ze argument gtéwny jest liczba
z przedziatu [0, 27).

Uwaga: Argument liczby zespolonej 0 nie jest okreslony. Czasem (w niektérych podrecznikach)

przyjmuje sie, ze argumentem liczby 0 jest 0.
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Przyktad 10 Zilustrowaé na plaszczyinie zespolonej zbior liczb zespolonych spetniajgcych

warunek

T
a) arg z € [_Z’ g) _
b)arg(z —1+j) € [——, =)

473

a) Podany warunek oznacza, ze liczby z bedg reprezentowane przez punkty z obszaru kgta ogra-

niczonego przez polproste wyprowadzone z punktu 0, dla ktorych argumenty to odpowiednio:

b =—%, ¢2 =]

b) W tym przypadku obszar kgtowy nalezy odpowienio przesungc.
Przymigmy w=z—-1+j=z2—(1—j)=2z—20, 20=1—17.
. . T
Wtedy warunek przyjmie postaé argw € [——, —).
Liczby w nalezqg do tego samego zbioru, co liczby z z przykladu a).
Liczby z okreslone sq jako z = w + 2.
Obszar z przykltadu a) nalezy przesungé réwnolegle tak, aby wierzcholek kqta znalazl sie w

Zozl—j.

A Imz y=wl3 A Imz

POSTAC TRYGONOMETRYCZNA LICZBY ZESPOLONEJ

Liczbe zespolong z # 0 mozemy zapisa¢ jako

. Rez Imz
z2=Rez+ jlmz = |z|<|z| +J B

) = |z|(cos p + jsin p),

gdzie p € Argz.

Def. Postaé trygonometryczna liczby zespolonej z # 0 to zapis
z =r(cosp + jsinp),

gdzie r =|z|, p € Argz.
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Uwaga: Postac trygonometryczna liczby zespolonej nie jest okreslona jednoznacznie.
Niech z; = ri(cos @1 + jsin 1), 2o =ra(cos@y + jsings), 71,79 >0, 1,02 € R.
Wowczas 21 = zo < (r; = ry 1iistnieje k € Z takie,ze ¢ = @9 + 2km)

Przyklad 11 Podaé postac trygonometryczng podanych liczb.
1. 21 =5=5(140-j) =5(cos0+ jsin0) = 5(cos(2km) + jsin(2kn) dla pewnego k € Z;
2. zp=7=10+7) =1(cos § + jsin §) = 1(cos(§ + 2km) + jsin(§ + 2km));
3. z3=—1=1(—=140) = 1(cosm + jsinm) = 1(cos(m + 2kw) + j sin(7 + 2k7));

4. z3=—j=10—j) = 1(008’7”+jsin’7“) = 1(00837”+jsin37”) =
L(cos(5* + 2km) + jsin(5* + 2km));

5. 25 =—1+4j = ﬂ(—?—i—j%) = V/2(cos 2+ sin 3T) = /2(cos(E+2km)+j sin(2E+2k7));

6. 2% =1—3jV3=2(L —j¥%2) = 2(cos(T) + jsin(5F)) = 2(cos(Z) + jsin(T)) =
= 2(cos(F" + 2km) + j sin(F" + 2k™))

Postaé trygonometryczna pozwala na prosta intrerpretacje mnozenia liczb zespolonych.
Obliczymy iloczyn liczb z; = r1(cos ¢y + jsinpy) i 2o = re(cos pg + J siny).

21+ 29 =11 - T2(cos @1 + 7 sin 1) (cos pg + jsingy) =
=1ry-ry (cos (1 COS (g — sin 1 sin g + j(sin g cos g + cos g sin 902)> =

=179 (cos(npl + o) + jsin(pr + @2)).
Oznacza to, ze przy mnozeniu liczb zespolonych mnozymy ich moduty, a argumenty dodajemy.

W szczegbélnym przypadku, gdy wykonujemy mnozenie liczby z przez liczbe o module réwnym
1, czyli przez liczbe postaci cos a+ j sin a geometryczna interpretacja mnozenia to obrot liczby

z (punktu na ptaszczyznie zespolonej) o kat a w lewo woko6t punktu (liczby) 0.

DZIALANIA NA LICZBACH ZESPOLONYCH W POSTACI TRYGONOMETRYCZNEJ

Niech z; = |z1](cos 1 + jsingy), 2z = |2z2|(cosps + jsingy), 2z = |z|(cosp + jsin )

iloczyn: 21 - 29 = |21] - |22][cos(p1 + pa) + 7 sin(er + ¢2)]

. 2z 2 .
iloraz: =2 = u[cos(gal — a) + jsin(p1 — pa)]
Z9 ‘22’

potegowanie: 2" = |z|"[cos(ng) + jsin(np)], dlan € N (wzér Moivre’a)

sprzezenie: z = |z|(cos(—p) + jsin(—yp))
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przeciwna: —z = |z|(co ) + jsin(p + 7)).

=Z.

s(p +

- 1
Uwaga: Jesli 2| =1, to —
z

11

Przykltad 12 Wykonaé obliczenia, wykorzystujgc postac trygonometryczng liczby zespoloney.

1 (1+j\/§)(1+j):2(;+j§)-\/§(f+jf)_z(cosujsmﬂ)-ﬁ@osgﬂsmg):

= 2\/§<cos(§ + )+ jsin(§ + Z)) = 2v/2(cos I + jsin I2).

Wykonujgc mnozenie w postaci kanonicznej dostaniemy

(1+7V3)(1+4)=1-V3+j1+V3).

Porownujgc czesci rzeczywiste 1 urojone uzyskanych wynikow dosytaniemy przy okazji

Tm 1-V3 . Tr 1443

COS — —

T 2\/5,81115_2\/5,
2. Im ((—1 —j)lg) = Im{(\/i(cos— +jsm5—”))13} —

= Im [(\/5)13((303 81 4 jsin 65—”)} =Im {2% cos(16m + T) + jsin(16m + %))] =

vl

= Im[2% (cos T + jsin 7)| = Im [25V2( + j¥2)| = Im[2° + j2°] = 2°.

PoSTAC WYKELADNICZA LICZBY ZESPOLONEJ

Wykorzystujac narzedzia analizy zespolonej mozna wprowadzi¢ jeszcze jedna bardzo uzyteczna

postaé liczby zespolonej. Definiujac zespolona funkcje wyktadnicza f(z) = €* mozna wypro-

wadzi¢ nastepujace zaleznosci:
Wzory Eulera:
eI =¥ eV gdzie €Y =cosy+ jsiny, (z,y € R).

Def. Posta¢ wykladnicza liczby zespolonej z # 0 to zapis

2 =rel?,
gdzie r =|z|, p € Argz.
Uwaga: Po wstawieniu # = 0, y = 7 do wzoru Eulera dostaniemy e/™ = —1.
Stad znana rownosc
T +1=0,

wigzaca najwazniejsze state matematyczne.
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Przyktad 13 Podac postac wyktadniczq liczb zespolonych.
1. 21 =7="7e%
2. 2y =—-3=3e"
3. 25 =2j =22’
4o 24 = —Tj = re3d = ge i

d. zg,:l—j:\/ie_%j:ﬁe%ﬂj

Przyklad 14 Wykorzystujoc postac wykiadniczqg obliczyc

£ N\ 22 21 . I . .
(14 5)%2- (\/g — ) = <\/§ezﬂ> i (QeTJ) — QU 92 T = 93202 — 932,05 — 932,

PIERWIASTKI Z LICZB ZESPOLONYCH

Niech n € N.

Def. Liczbe t € C nazywamy pierwiastkiem stopnia n z liczby z € C, jedli t" = z.
Uwaga: Dla dowolnego n jedynym pierwiastkiem stopnia n z liczby 0 jest 0.

Twierdzenie.
Jesli z # 0, to istnieje doktadnie n réznych pierwiastkéw stopnia n z liczby z. Pierwiastki

stopnia n € N z liczby z = r(cosp + jsing), r € Ry, ¢ € R, wyrazaja sie wzorami:

2k 2k
t, = W(cosw—i—jsinW), gdzie ke Z, 0<k<n-—1
n n

Wyprowadzenie wzordw:

Niech z = r(cos + jsinp). Szukamy takich ¢ = r,(cosa + jsina),

dla ktorych zachodzi t" = z, czyli

(rt(cos a + jsin a))n =r(cosp + jsing).

Stad 7 (cosa + jsina)™ = r(cosp + jsiny)

i dalej réwnos¢ ry(cosna + jsinna) = r(cosp + jsingp),

ktéra zachodzi, gdy réwne sa moduty liczb po obu stronach, czyli ] = r,
a dla argumentéw zachodzi zwiazek: na = ¢ + 2km dla pewnego k € Z.

Ostatecznie dostajemy 7, = /7, (pierwiastek rzeczywisty z r stopnian) o = %fl”r

SENS)
+
o
=
3

Pierwiastek stopnia n z liczby zespolonej z # 0, ktéry ma najmniejszy nieujemny argument

nazywamy pierwiastkiem gléwnym stopnia n z liczby z.
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Uwaga: Pierwiastki stopnia n > 2 z liczby zespolonej z # 0 znajduja sie na okregu o srodku

w 0 i promieniu réwnym {/|z|, i dziela ten okrag na n réwnych tukow.

Symbolem {/z oznaczamy zbiér wszystkich pierwiastkéw n-tego stopnia z liczby z.

Yz={teC: t"==z}

Przyktad 15 Wyznaczymy pierwiastki 3-ciego stopnia z liczby z = 8j = 8 - (cos 5 + jsin 7).

Modut liczby z = 87 jest rowny 8, wiec modut liczb /8j jest rowny 2.

Argument liczby z = 8j jest réwny ¢ = 7, wigc argument jednego z pierwiastkéw 3-ciego stopnia

z liczby z jest réwny £ = %.

Sted dostajemy pierwiastek glowny: to = 2(cos § + jsin §).

Argumenty pozostatych dwéch pierwiastkéw réznig si¢ od g o wielokrotnos¢ kqta 2?77

Trzem pierwiastkom /87 odpowiadajg na plaszczyinie zespolonej punkty bedgce wierzchotkama
trojkgta rownobocznego wpisanego w okrgg o Srodku w 0 ¢ promieniu r = 2, takiego ktorego

jednym z wierzchotkow jest punkt tg.

Im z
2
1*_\ ————————————————————— ;’to
R B B i
L p T
\ ™ [ \ - X .2
N\ ~ L 7
\ S 7N A
\ B o z
5 ~_ | - 1136 / II i Rez
% 7 T
% / 2
N i ;]
Y Fi
% /
Y !
\ /!
N /
N Fi
\ ¥
Y /
A /
% /
\ Fi
o B
: “f 2
2

Obliczenia:
to=V8(cosT +jsinT) =2(L +1j)=v3+

t = \S/g(cos(% + &) + jsin(E + 2?)) = 2(008(%”) —i—jsm(%’r)) =2(— 2+t =-V3+]
ty = %(cos(% +45) + jsin(% + 4g”)) = 2(008(37’7) +jsm(3§)> =2(0—7)=—-2y

Zbiér pierwiastkéw: V1= {3+ 7, -3+ 7,25}
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Przykltad 16 Wyznaczymy pierwiastki 3-ciego oraz 4-tego stopnia z liczby

z=1=1-(cos0+ jsin0).
V1: to=V1(cos§+jsind) =1
t, = \?’/T(cos(g + &) + jsin(g + 2%)) = (COS(%’T) +jsin(%“)) =-1 +j§
ty = f/T(cos(% + ) +jsin(§ + ) = (cos(%“) +jsin(%“)> =-1- j§
Zbiér pierwiastkéw: /1 = {1, % +7 \ég, —% — j?}
V1 tog=V1(cosd+jsind) =1
tr = VI(cos(§ + ) + jsin(§ + %)) = (cos(3) + jsin(3)) = J
ta = VT(cos(2 -+ %)+ jsin(% + 25) = (cos(r) + sn(r) = —1
t3 = \/_(COS(% + f) +j sm(g + %”)) (COS(%’T) +jsin(37’r)) =—J
Zbior pierwiastkéw: /1= {1,j,—1,—j}.
VT={1,—1 495, 1 _ j¥5) V1= {1,j,-1,-j}
Imz Imz
t
t.,L .-/nf'- =
P .I e 4 \\ :l
| \\ // \\
l R\x // \\ 5
f/ E B % rs
| ; = 3 T % s
| ! // LY I
: = ~ s
gl '// N //
o ~
t:" \"./ :
4

Pierwiastki n-tego stopnia z 1 bedziemy umownie oznacza¢ symbolami wy,

2k

2k

Wy = cos — + jsin —
n n

2

2T

)

(cos — 4+ jsin —
n

:wl

Uwaga: Zbior wszystkich pierwiastkéw stopnia n z 1 oznaczamy C,.

Algebra (C,,

-) jest grupa.

14

0<Ek<n—-1).

W szczegolnosci iloczyn pierwiastkow n-tego stopnia z 1 tez jest pierwiastkiem n-tego stopnia

z 1, podobnie jak odwrotnos¢ pierwiastka n-tego stopnia z 1.



MAKO1 WYKELAD 314 - LICZBY ZESPOLONE 7. TREBSKA 21L
Uwaga: Suma wszystkich pierwiastkéw stopnia n > 2 z 1 jest réwna 0.
Tloczyn wszystkich pierwiastkow stopnia n > 2 z 1 jest rowny (—1)""1.

Fakt. Niech ¢ € C bedzie dowolnym pierwiastkiem stopnia n z liczby z # 0.
Wowezas /z={t - wp: k€ ZNO< k<n-—1}.

Z powyzszego faktu wynika, ze znajac jeden z pierwiastkow n-tego stopnia z liczby z mozemy
wyznaczy¢ pozostate, mnozac go przez pierwiastki n-tego stopnia z 1.

Przyktad 17 ZnaleZé¢ wszystkie rozwigzania réwnania z* = (2 + 5)8.
4

Zawazmy, ie 2 = [(2 —i—j)ﬂ ,

wiec jednym z rozwigzan jest liczba 2z = (2 + j)? = 3+ 4j.

Liczba zy jest jednoczesnie jednym z posrod czterech pierwiastkéw /(2 + 7)8.
Uzyskamy je, mnozqc zy przez pierwiastki 4-tego stopnia z 1, czyli liczby: 1, 3,
2 =7-20=J43+4j)=—-4+3j
29 =(—1)-20=—-3—4j
z3=(—Jj) 2=

—1,—j.
—j(3+4j) =4—3j.

W interpretacyi geometryczne) mnozeniu przez pierwiastki 4-tego stopnia z 1 odpowiada obrot
punktéw wokdét 0 o kgt 5 w lewo.

Imz
=3+4j
_ ?0 3+4j
O i .f':"
. L i e T /
= d+3f S i - 1
z=4 3{"5'-\ 7 \
@ ] \
\ g i \
\ . s 1
\_ £ l
\ . 4 n
1 > et
| Fa ‘1
= & g
ll‘. o | | | . Rez
\ i [
| - 11
| i
| o !
1 o '||I
\ s P
\ i B
| ’,'/ '\_‘ll
1 -
i =T S|z m4-3f
i R e 3 /
*/_____,_._-—-P"
z,=-34j l

15
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W dotychczasowych przyktadach wyznaczania pierwiastkow z liczby z byla prosta sytuacja:
znaliSmy postaé¢ trygonometryczng liczby z lub znalidmy jeden z pierwiastkéw. Generalnie nie

zawsze tak bedzie.

Przyktad 18 Wyznaczyé /1 + 37.
Musimy wyznaczyé modul i argument o liczby z =1+ 3j.
|z| = V12 4+ 32 = V10

__ Rez __ 1 : __Imz __ 3
COS Y = B = o’ S @ = B —Tﬁ
3

Stad, uwzgledniajgc, ze z jest w I cwiartce plaszczyzny, dostaniemy @ = arcsin 1o

Nastepnie wyznaczamy pierwiastki:

to = {/|z|(cos £ + jsin £) = v/ 10(COS(% arc sin \/%) + jsin(3 arcsin %))
Kolejne pierwiastki dostaniemy mnozqc to przez ¥/1, cayli przez liczby —% +7
t1 =tp- (—% +j§>

to =to - (—% —j§)

Mozna oczywiscie te obliczenia wykonaé numerycznie przy uzycia narzedzia obliczeniowego.

V3 1 _ ;3
21 2 Jg-

PIERWIASTKI KWADRATOWE LICZBY ZESPOLONEJ

Pierwiastki kwadratowe mozemy wyznaczy¢ wykorzystujac wzory na pierwiastki stopnia n dla
n=2.

Liczba z # 0 posiada dwa pierwiastki - sg to liczby przeciwne.
Pierwiastki kwadratowe mozemy tez wyznaczy¢ korzystajac z postaci kanonicznej liczby z.

Dla z = x + jy szukamy t = a + jb takiego, ze t? = z.

Dostajemy do rozwigzania réwnanie (a + jb)? = z + jy.

a? + 2jab — b* = x + jy

Poréwnujemy czesci rzeczywiste i urojone dla obu stron réwnosci.
(1) a®-bt*=x

(2) 2ab=vy

Wykorzystamy jeszcze réwno$é modutéw liczb 2 i z.

2] =a* + V%, |z = V2?2 + 2

(3)  a®+b* = a?+ 2

Dodajac réwnania (1) i (3) wyznaczymy a i nastepnie obliczymy y wykorzystujac réwnanie (2).

Przyktad 19 Wyznaczyé /3 — 4.
Szukamy t = a + bj spelniajgcego warunki t* =3 —4j, |t} =13 —4j| =5
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Dostajemy rownania:

(1) a*>—b*=3
(2) 2ab=—4
(3) a*+b*=5

Z (1)+(2) mamy 24> =8 = a= 42

Z (3)-(1) mamy 2b* =2 = b=+l
Uwzgledniajae (2) ab = —2 dostaniemy rozwigzania
a1 =2, by =—1 lubay= -2, by =1.

Ostatecznie ty =2 —j, to = =2+ 7.

Na koniec jeszcze przyktad wykorzystania postaci wyktadniczej do rozwigzywania réwnan.

Przyktad 20 Wykorzystujgc postaé wykladniczg rozwigzaé réunanie z° = 872,

Postac¢ wyktadniczqg mozemy zapisaé dla liczby z # 0, wiec osobno rozwazamy przypadek z = 0.
Sprawdzamy, ze 0° = 8 - 62, wiec 0 jest jednym z rozwigzan.

Dila z # 0 przyjmujemy z = re#’.

Mamy wiec 2° = (Te“”')5 =7 Z=re ¥, 7’ = (re_w')2 = r2e72¢7,
Wstawiamy do rownania ¢ dostajemy

roed¥l = 8r2e=247,

Warunek na moduty: r° =8 reR, = r=2.

Warunek na argumenty: 5p = —2p + 2km dla k € Z

stgd  Tp = 2km, czyli ¢ = § 21 dla k € Z.

Wystarczy wzigé k =0,1,...,6, bo dla innych k € Z rozwigzania bedq sie powtarzac.
Ostatecznie rozwigzania to 0, z, =2 - e? 2™ dlg k € {0,1,...,6}.

W interpretacji geometrycznej niezerowe rozwigzania to wierzcholki 7-kqta foremmnego

wpisanego w okrgg o promieniu 2 1 o Srodku w 0, takie Ze jednym z wierzchotkow jest zy = 2.

Uwaga: Gdy rozwiazujemy rownania z liczbami zespolonymi, gdzie wystepuje z lub z, |z|
w potedze wyzszej niz 2, wygodniej zazwyczaj bedzie uzywac¢ postaci wyktadniczej lub trygo-

nometrycznej liczby z, a nie kanonicznej.



