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Splot (dwustronny) funkcji
Zal. Funkcje f1, fo sa bezwzglednie catkowalne w przedziale (—oo, 00).

Def. 1. Splotem funkcji f; i fo nazywamy catke

H = L0 [ i) bt =

Catka ta jest funkcja zmiennej ¢.
Dziatanie * nazywamy splataniem lub mnozeniem splotowym. Splot zdefiniowany powyzej

nazywamy tez splotem dwustronnym ze wzgledu na granice catkowania.

Wilasnoéci splotu funkcji cigglych
L. f1(t) * fo(t) = folt) * f1(t) — przemiennosé splatania;
2. [fi(t) * fo(t)] * f5(t) = fi(t) = [f2(t) = f3(t)] — tacznos¢ splatania;

3. fit)x[fa(t)+ f3(1)] = f1(t)* fo(t) + f1(t) * f3(t) — rozdzielnos¢ splatania wzgledem dodawania.

Def. 2. Oryginal Laplace’a (oryginal) jest to funkcja f : R — R taka, ze
1. f(t)=0dlat < O0;
2. w kazdym przedziale < 0,7 >, T' > 0 funkcja f spelnia I i IT warunek Dirichleta;

3. istnieja state M > 0, p > 0 takie, ze |f(¢t)| < M -ef* dla t > 0.

0 dla t<0
e nazywamy funkcjg jednostkows (funkcja Heaviside’a
Def. 3. Funkcje f(t) et : dla t=0 ywaty 14 J g ( Ja )

i oznaczamy 1(t).
1 dla t>0
N
_ b
f(0) = 1(0)

ki

Dl
Y
N X

v =2

Wiele funkeji staje sie oryginalami po przemnozeniu przez 1(t).
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Przyktad 1.
a) f&)=1t)+1(t—-1)—2-1(t — 2)

=11 +1(t—=1)—2-1(t — 2)

AY
21 s
45:—-@ °
43-- A L X
3 X 5 q

b) f(t) = 1(t) -sint — 1(t — 7) - sint

/\\3
f(t) = 1(t)sint — 1(t — m) sint
1l st
X
oo
Uwaga. 1. Jezeli fi(t) = fo(t) =0dlat <0, to
L) Falt) = O/fl(T) ~folt —71)dr dla t>0
0 dla t<0
Przyktad 2. Obliczanie splotu.
t
a) 1(t)>x<1(t):/1-1d7: 7] =t dlat>o.
0
/ 2 1P
b) 1(t) = (t- 1(1)) = (t- 1(t)) * 1(t) = O/T Adr =[] =5 dat>o.
/ / 2o 88
c) (t-1(t)) = (t-1(t)) :O/T-(t—T)dTZO/(tT—T2)dT: [t§—§}0:§—§:€ dla t > 0.

2
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¢ ¢ ¢
d) (et -1(t)) * (e’ -1(t)) = /em P dr = /e(o‘_ﬁ)T ePtdr = &Pt / A dr =
0 0 0
¢

dlat >0, a+# (.
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edr = e / dr =te™ dlat > 0.
0

! — QT
£) 1(8) (- 1(1)) = /1 e dr = eat/e_o”dr =e[- ] =
0 0 «
1 —at —at 1
== -] = dlat > 0.
(6] [0 o

Przeksztalcenie Laplace’a

Def. 4. Przeksztalcenie Laplace’a jest to przeksztatcenie catkowe postaci

+o0o
fo L(f) =T, edve F(s) ™ / f(t)e~*tdt, s € C.
0

Funkcje f 2" L(f) nazywamy transformata Laplace’a funkcji f (L-transformata funkcji f),

+o00
a calke / f(t)e *'dt — calka Laplace’a funkcji f.
0

Uwaga: Funkcja f jest funkcja zmiennej rzeczywistej ¢t € R, a funkcja L(f) jest funkcjg zmiennej

zespolonej s € C.

Tw. 1. Jezeli funkcja f jest oryginalem i M > 0,p > 0 sa takie, ze |f(¢t)| < M -e” dlat > 0, to

catka Laplace’a funkcji f jest zbiezna dla kazdej wartosci zespolonej s takiej, ze Re(s) > p.

Przyktad 3. Wyznaczymy transformaty podanych funkcji.

a) f(t) = 1(t)

+o0

—st 0 —sT
B st —e T e’ —e _1—0_1
LO®)) = 0/ e dt = lim [——] = lim () = =~
Uwaga: Przy obliczeniach wykorzystano fakt: Tlirf e T =0, gdyz
lim |e™*T| = lim |e"@WT] = Tim |e™7 . e = lim [e7*T|-|eT| = lim e 7.1
T—+o0 T—+o0 T—+o0 T—+o0 T——o00
b) f(t)=e, aeC
+00 +oo
_p—(ats)t_p
ety = [eoteetdr= [ et ar = im [ =
T—+ool a+s -0
0 0
el — 67(a+s)T 1—-0 1
T—+o00 a-+s a+ s a—+ s

=0
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Wtasnosci przeksztalcenia Laplace’a

Zaktadamy, ze funkcje sg oryginatami.

1. L(afi +bf2) = aL(f1) + bL(f2), a,b € R — (liniowos¢)

Dowdd:
“+o0

Llafi+bfy) = /(afl(t)+bf2(t))~e*“”tdt:a/fl(t)~e*5tdt+b/fz(t)~e*5tdt:aﬁ(f1)+b£(f2).

0

Przyktad 4. Zastosowanie liniowosci L-transformaty

1, . ~ 1 . 1 - 1 1 1 1
L(sinat) = L(=(e" —e ) = —L() — —L(e7) = —+ —— — — - - =
2] 2) 27 27 —ja+s 27 ja+s
:1(joz+s—(—joz+s)): 2j« _ o
2j a? + 52 2j(a? +s?)  a?+s?
1 . . 1 . . 1 1 1
. — ~( jat —jat S jat —jat I —
L{cosat) = L{5(e +e7°) = S[L(e™) + L(e )] 2(_ja+s +ja+s)
_1<joz+s+(—joc+s)>_ 2s s
2 a? 4 s ~ 2(a2+s2) a4+ s?

2. L(f(t—tg)) =e - L(f), to >0 (tw. o przesunigciu w argumencie oryginatu)
Dowdd:

Zauwazmy, ze jeSli f jest oryginatem, to f(t —to) =0 dlat < to. Stad dostaniemy
+o00

+o00 +oo +oo
L(ft—to) = | flt—to)estdt = [ f(t—to)e *tdt= | flu)e*@rdy = [ e *f(u)e *"du =
0= ot T ro-ena- | ]

0

+oo
=e 0 [ f(u)e ™du = e " L(f).
/

Zastosowano zamiane zmiennych: v =1t —tq, du = dt.

1, dlate|0,1]

Przyktad 5. Zastosowanie wtasnosci 2. Wyznaczymy L-transformate funkcji f(¢) =
0 dlat¢lo,1]

Zauwazmy, ze calka Laplace’a funkcji f bedzie taka sama jak dla funkcji [ (t) =1(t) —1(t — 1)

(réznica w dwoch punktach nie wptywa na wartosé caltki).

Zgodnie z wlasnoécia 2. mamy L£(1(t — 1)) = e 1 - L(1(t)) = i, bo L(1(t)) = 1
5

LIf1)=LAE)—1(t—1))=LA®1) — LAt —1)) = 1oe 1- e*s'

S S S

3. E(e_at : f(t))(s) =L(f)(s+ a) (tw. o przesunieciu w argumencie obrazu)
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—+00

Dowod:  L(e™ - f(1))(s) = / et f(t)eStdt = / F(B)e™ 4t = L£(f)(s + a).

0

Przyktad 6. Zastosowanie whasnosci 3. Wyznaczymy L-transformate funkcji f(t) = e % - sint.
C(e‘bt -sint) = L(sint) = 1241—32 = M
4. Tw. o transformacie pochodnej. Jezeli f i f’ sg oryginatami, to
L(f(1)) = 5+ f(s) = F(07), gdzie f(07) =" lim f(?)
5. Uogdélnienie na pochodne wyzszych rzedéw: Jezeli funkcje f, f/, ..., f™ sa oryginatami, to

L(FO®0) = 5" Fs) =S s fO(07) =
k=0
=5 T(s) = (O =8 (00 == s 000 - f0D(00),

gdzie f®)(0%) oznaczaja odpowiednie granice prawostronne.
W szczegdlnosci mamy réwnosci:

L(f'(®) =5 F(s)—s- F(07) = F(07), (n=2)
L(fAW) =" F(s) = 8- f(07) —s- f(07) = ["(07),  (n=3).

Uwaga: wzory na L-transformaty pochodnych sg wykorzystywane przy rozwigzywaniu rownan roz-

niczkowych. Rézniczkowaniu w dziedzinie oryginaléw odpowiadaja dziatania arytmetyczne (4,-) w

przestrzeni transformat.

6. Tw. o transformacie calki oryginatu. Jezeli f jest oryginatem, to

([ sirar) =T 20

S S

7. Tw. o holomorficznosci transformaty. Jezeli funkcja f jest oryginalem i M > 0,p > 0
sq takie, ze |f(t)] < M -eft dla t > 0, to jej L-transformata f jest funkcja holomorficzng w

pélptaszezyznie Re(s) > p i dla kazdej liczby naturalnej n prawdziwa jest réwnosé

T (s) = (=1)"- Lt £ (2))

Uwaga: Z powyzszego twierdzenia dostajemy wzor

L f (1)) = (=1)"- T (s).

Przyktad 7. Zastosowanie twierdzenia o rézniczkowaniu L-transformaty:.
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a) L(t) = L(t-1) = (=1)! - 585(1) — 1. js(i) — 1. ;} _ 512

b) () = £(t-1) = (-1 L L(t) = 1 () =1 2= 2

¢) L(%) = L(t-12) = (—1) - ic(ﬁ) _ 1. i(;) =122

Mozna pokazaé, 7e  L(i") = S”ll

d) £(t-sinat) = (~1)' - Llsinat) = 1 jS(SQj_‘az) - (;2(12;%)2 - @2?22)2'

d? d? 1 d —1 2

£t2_73t:_12.7£ 73t:7 — — )
©) L) = (=17 55 Le™) ds2(s+3) ds((s—|—3)2) (s +3)3

8. Jezeli f jest oryginatem, a f— jego transformata Laplace’a, to istnieje przeksztalcenie odwrotne

(ozn. L71) takie, ze L7} (?) = f. To przeksztalcenie jest liniowe, tzn.
L7 onfi + 0ofy) = L7 () + L7 (T2)

dla dowolnych aq, ay € C.

Uwaga: Jedli f nie jest oryginatem (np. nie sa spelnione warunki Dirichleta lub f(t) # 0 dla ¢t < 0),
to moze istnie¢ L-transformata funkcji f - L(f) = f, ale wtedy bedzie £ (f) # f, bo L7! (f)

musi by¢ oryginatem.

Przyktad 8. Obliczymy transformaty odwrotne podanych funkeji F(s).

2
a) F(s) = m

Funkcje F(s) zapiszemy jako sume utamkéw prostych i skorzystamy ze znanych juz wzoréw oraz

liniowosci transformaty odwrotne;j.

2 A B 1 1
F(s) =

s(s +2) s+s+2:s s+2

1 1
Wi e L71(=) =1(t), bo L(L(t)) =~
femy, e £71(2) = 1(0), bo L) =,
1
. -1 _ -2 —2t _ %
za$ L (5—1—2) e “'1(t), bo L(e**1(t)) p— (wlasnosé 3).
1 1 1 1
-1 _ ot _ -1t e _ -2 (1 _ -2t
LH(F(s)) =L (8 8+2)_£ (S) c (8+2)—1(t) e 21(t) = (1 — e 2)1(t).
—3s
b) F(s) =
) F(s) s(s+2)
Wykorzystamy obliczenia z punktu a) oraz wtasnos$¢ 2. (tw. o przesunieciu w argumencie oryginatu).
e 3 1 2 1
F(s) = —e 3. 2 =e . L{=(1—e?)1(t
O =652~ 25t ¢ £(30 - 1)
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Stosujemy wtasnos¢ 2. dla ty = 3

F(s)=e - L(f) = L(f(t = 3)), gdzie f(t) = 5(1 —e*)1(t),
stad L7'(F(s)) = f(t—3) = ;(1 — e )1()| = l(1 — e 23)1(¢ — 3).

t—t—3 2
1
c) F(s) = =
|
Wykorzystamy wzér z przyktadu 7. L(t") = n4;1‘
Sn
11 by ¢t
Stad 7 = =t ) = £ =0
1 ¢t
- -1 el _
wige L (F(s)) =L (§> = 1(¢).
d) F(s) =
5) = —
(s +3)°

Wykorzystamy wynik z punktu ¢) i wlasno$é 3. (tw. o przesunieciu w argumencie obrazu)
Let- f(1)(s) = L(f)(s +a) dlaa=3.

g L], = (e ) 0). e 1) = G100

_I_
-1 L 3t
Stad L~ ( ) 1oy =5 - 1(1).

F(s) =

s+3

1
s2(s?2+ 1)
Wykorzystamy liniowosé¢ transformaty odwrotnej i wezesniejsze wyniki.
1 A B Cs+D 1 1
s2(s24+1) s s $2+1  s2 241
1
s2+1

Stad £ (F(s)) = £7 (5 — 1+ ) = 51(812) - 51(5211) — (¢ — sin)1(t).

e) F(s) =

1
Wezesniej obliczone: L(t) = —, L(sint) =
s

9. Jezeli funkcje f1, fo sa oryginatami, to istnieje L-transformata ich splotu i prawdziwy jest wzor

LIA®) * 0] = L[ A®)] - L] f2(0)]. (tw. Borela)

Twierdzenie Borela mozna wykorzysta¢ do obliczania splotu funkcji lub obliczania transformaty

odwrotnej iloczynu funkcji.

fi(t) * fo(t) = L£71 <£ {f1(t)} : ﬁ[fz(t)D-
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Przyktad 9.
1
a) W przykladzie 8e) obliczono £_1<32(32+1)> = (t —sint)1(¢).

L £(t)- L(sint) = Lt #sint),

s2+1

1
Mamy wiec E((t — sin t)) ==
s

astad t*xsint =t —sint.

1
b) Obliczymy transformate odwrotna funkcji F(s) = m
s

Na mocy tw. Borela mozemy zapisaé
1 1

1
(2+1)2 241 241
astad L~ (F(s) (sint * sint)1(¢)

F(s) = = L(sint) - L(sint) = L(sint * sint),

t t
1
sint x sint = /smT sin(t — 7)dr = /i[cos(t —27) — cos(t)]dr =
0 0

1/ 171 ‘
f/cos (21 — 1) —cost]dT:[sm(27—t)—¢cost =
20 212 0
1[( F— sin(—t)) —t t]—l['t feost]
513 sint — sin cost| = glsin cos

1 1
Ostatecznie £ <(2) =3 [sint — ¢ cost]1(t)
s

Rachunek operatorowy

Rachunek operatorowy to metoda rozwiazywania pewnych typéw réwnan funkeyjnych

(rézniczkowych i catkowych) z wykorzystaniem wtasnosci przeksztatcenia Laplace’a.

Dzieki wykorzystaniu przeksztalcenia caltkowego mozna uzyska¢ prostsza postaé¢ rozwigzywanych

réwnan (postaé algebraiczna) i moga by¢ one rozwiazywane prostszymi metodami. Metoda ta

korzystna jest przy wyznaczaniu rozwigzan rownan rozniczkowych zwyczajnych, zwtaszcza rownan

o statych wspoétezynnikach. Stosujac metode przeksztatcenia Laplace’a do rozwigzywania rownania

rozniczkowego, w zasadzie wyznaczamy calke szczegblng, spelniajaca zadane warunki poczatkowe.

Stosujac metode transformaty Laplace’a do rozwiazania rownania funkcyjnego, zaktadamy,

ze istnieje rozwiazanie x(t), ktore jest oryginatem.

Metoda transformaty Laplace’a sktada sie z trzech etapéw, mianowicie:

1. znalezienie transformat obu stron réwnania, z uwzglednieniem warunkow poczatkowych;

2. uzyskanie rozwiazania T(s) otrzymanego réwnania algebraicznego, ktére jest transformata

oryginatu x(t);
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3. uzyskanie rozwigzania pierwotnego réwnania jako transformaty odwrotnej: z(t) = L7z (s)].

Uzyskane w taki sposob rozwiazanie x(t) jest oryginatem, wiec spelia dane réwnanie dla ¢ > 0.

Przyktad 10. Rozwiazemy réownanie z’(t) + x(t) = sint z warunkiem poczatkowym x(0%) = 0.
Zaktadamy, ze istnieje L(x(t)) = Z(s).
Wtedy mamy:
L(z'(t) =5 -T(s) —z(0T)=s-T(s) =0
L(2'(t) + x(t)) = L(sint)
T

+
(5) +7(s) =
A TR |
L
241
- 1 A Bs+C
.T(S): =

+
(s+1)(s?+1) s+1 s2+1
Rozwiazanie réwnania czyli funkcje x(t) mozemy otrzymaé w postaci oryginatlu wyznaczajac trans-

S .

Z(s)(s+1) =

formate odwrotna funkeji Z(s).
A Bs C
o) = £7@(6) = £+ gt )

1 s 1
=A- L7 Lt Lt _ —t .
—A-L (8+1)+B c (82+1)+C c (82“)_(,46 + Beost + C'sint)1(t)
Wspoélezynniki A, B, C' wyznaczymy z réwnosci
1 A Bs+C

_'_
(s+1)(s?+1) s+1 s2+1
Poréwnujemy wielomiany w licznikach po sprowadzeniu do wspélnego mianownika wyrazen z prawej

strony réwnania.
1=A(s*+1)+ (Bs+C)(s+1)

0-5°+0-s+1=(A+B)s’+ (B+C)s+ A+ C

A+B=0

1 1

Rozwigzujemy uktad réwnan: § B+ C =0 i dostajemy A =C = 5 B = —5
A+C =1

1
stad ostatecznie rozwiaznie to x(t) = §(e’t —cost +sint)1(t).

Przyktad 11.

Rozwiazemy réownanie y”(t) —y/(t) — 2y(t) =1 z warunkiem poczatkowym y(07) =1,4/(0") = 0.
Zaktadamy, ze istnieje L(y(t)) = 7(s).

Wtedy mamy:

Ly () =s5-7(s) —y(07) =s-7(s) — 1
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L{y'(t) = s*-F(s) —5-y(0") =/ (07) = s> -F(s) =5 — 0
1
1(t)) = —.
£O() = -
Zapisujemy L-transformate réwnania.

() == (s 5(5) — 1) = 29(s) =

7(s)( 2—8—2)—84-1:1.

y(s)(sz—s—Q):s—l—l—i.

W) —2)(s+1) = 2+

. #-s41 A B C 11 1 11
T = o) 4D) s el ts—2 25T sy125-2
(1) = £7F() =~ 51(0) + e U1) + e 1(e) = S(* + 267 — D1(1).

Przykiad 12.
¢
Rozwiazemy réwnanie y'(¢t) —y(t) + [ (t — 1)y (7)dT — / y(r)dr =t
0 0
z warunkiem poczatkowym y(07) = —1.

Zaktadamy, ze istnieje L(y(t)) = y(s).

Wtedy mamy:

L/(1) =5 5(s) — y(0%) = s+ 5(s) + 1

£([ ylrydr) = - - 5(s)

£([ (6= rr) = £(t5 4/ (1)) = £0) - L4/ (0) = 5+ (5 5() + 1) =~ -5(s) +
1

L) =

Zapisujemy L-transformate réwnania.

S )+ 1)+ )+ 5+ T() =

S
s 7(s) +1—(s) = 0

(s—1) - 9(s) = —1

-1

s—1

Rozwiazanie rownania czyli funkcje y(t) otrzymamy w postaci oryginatlu wyznaczajac transformate

y(s) =

odwrotna funkeji 7(s).
1

y(t) = £7@(s) = L7 —) = —'1(0)

10
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Przyktad 13.
t t
Rozwiazemy rownanie y(t) =1 — 2/ 2y (r)dr —/ y(r)dr.
0 0

Zaktadamy, ze istnieje L(y(t)) = Y(s).

Wtedy mamy:
t 1
£([ y(rydr) = < - 3(s)
! 2(t—7) — 2t _ 2t 1 _
L([ e y(rydr) = £(e* xy() = L) - Ly(B) = — - 7(s)
1
L(1)=-
Zapisujemy L-transformate réwnania.
o1 1 _ 1 _
Bs) =1 ~2- — Fls) - - 7)
_ _ 1 1
y(s) +2 5_72'?/(3)‘{’* y(s) = s
2 1 1
7(s)(1 L1
B+ s+ ) =
- s2+s5—2 1
y(S)(W) ~
5—2 s—2 A B 4 1 1 1

) = T G- 512 s-1 3 512 3 s-1

Rozwiazanie:

WO = LGN = L7 (5 g5 ) =55 () 567 (2

Przyklad 14. Rozwiazemy réwnanie y”(t) —2y'(t) +2y(t) =1 — €'

z warunkiem poczatkowym y(0%) =1,y”(0%) = —2.

Do wyznaczenia rozwiazania potrzebna bedzie warto$¢ y'(07). Wyznaczymy ja z réwnania.

y"(0%) = 2¢/(0%) + 2y(0*) = 1 — ¢”

—2-2/(0")+2-1=1-1 = ¢(07)=0

Zaktadamy, ze istnieje L(y(t)) = 7(s).

Wtedy mamy:

Ly(1) =s-7(s) —y(0") = 5-7(s) — 1

L{y'(t) = s*-F(s) =5+ y(07) =/ (07) = s> F(s) =5 = 0
1 1

£(1—€t>:;—5_1.

Zapisujemy L-transformate réwnania.
1
s*g(s) —s = 2(s - Jls) = 1) +20(s) = - —
1 1

T(s)(s* —25+2) —s+2=— — :
y(s)(s s+2)—s+ s T 31

1
s—1

11
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1 1 s —3s2+2s5—1
@(8)(82—28+2):8—2+g— =

s—1 s(s—1)

_ s —3s+2s—1 A B Cs+ D A B C(s—1)+C+D
y(s) = ==+ - ==+ -
s(s—=1)(s?—=2s+2) s s—1 (s—=124+1 s s—1 (s—1)2+1
é B C(s—1) c+D 11 1 3 s—1 1 1

s s I TGPl TGPl 25 s—1 2 (s—1P4l 2 (s-1P+1

Rozwigzanie:

1 2 1 3 —1 1 1
y(t) = L7 (@(s) = L7 (5 - - 2 GoTPrl 3 oD -
1, ./1 _ 1 3 . —1 1 . 1
=526 -G+ o) 2 (o) -
— G —e' + ;etcost — ;etsint)l(t).

Dzigki tatwemu przenoszeniu funkeji x(t) z dziedziny zmiennej rzeczywistej w dziedzing zmiennej
zespolonej Z(s) 1 odwrotnie transformata Laplace’a wykorzystywana jest miedzy innymi do analizy
obwodow elektrycznych. Kazdy z elementow obwodu ma swéj odpowiednik w dziedzinie zmiennej

zespolonej.

12



