ANALIZA 2 WYKEAD XII 7. TREBSKA SEM. 23L

Pochodna funkcji zmiennej zespolonej

Zal. Funkcja f jest okreslona w pewnym otoczeniu punktu zg.

Def. 1. Pochodng funkcji f w punkcie zy nazywamy liczbe zespolona

f/(Zo) _ Alinio f(Z() -+ AAZZ): - f(ZO)

Przyktad 1. Obliczanie pochodnej z definicji.

a) Niech f(z) = c = const

. flzo+ Az) — f(z) . c—c
/ — — — R
fz0) = fim, A = A xR 70
Pochodna funkcji statej jest roéwna 0.
b) Niech f(z2) ==z
Az) — Az — A
f'(20) = lim flzo + A82) = f(z) = lim AToz—z lim =% =1

Az—0 AZ Az—0 AZ Az—0 AZ

(20 + A2)? — 22

/ _ 1 —
f (ZO) - Alirilo Az - Alirilo Az N
24 2:0A Az)2 — 22 Az(2 A
N Tl e ll o i RN M:hm(onJrAz):%o
Az—0 AZ Az—0 AZ Az—0

Whiosek: (2?)" = 2z.

Uwaga: (Wyprowadzenie wzoréw na pochodna w punkcie)

Zak. f'(z) istnieje oraz f(z) = f(x + jy) = u(z,y) + jo(z,y) 1 20 = 2o + Jyo.

/ o u(mo+Ar, yo+Ay) + ju(ze+Az, yo+Ay) — u(xo, yo) — jv(To,v0)
f'(z0) = lim . _
(Az,Ay)—(0,0) Ax + jAy

_ . u(zo+Ax, yo+Ay) — u(ro,yo) | . : v(zo+Ar, yo+Ay) — v(xo, Yo)
= lim - +7- lim -
(Az,Ay)—(0,0) Ax+jAy (Az,Ay)—(0,0) Ax + jAy

Jesli warto$¢ f’(zp) istnieje, to jest taka sama dla wszystkich przyrostéw (Az, Ay). W szczegblnosci

dla (Az,0) — (0,0) dostaniemy:

ou

) 0
f'(20) = %(5507?/0) +J- 671(:60’%)’
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dla (0, Ay) — (0,0) uzyskamy:

Tw. 1. (Warunek konieczny istnienia pochodnej)

. ... Ou ou ov ov
Jezeli istnieje f'(2), to istnieja %(330,90), 873/(3:0’%)’ %(330,%), 87/(950790)

i spetnione sa réwnosci
ou ov ou ov

— (o, Yo) = — (X0, Yo ), — (o, Yo) = ——— (X0, Yo ),
31( o,y()) ay( o,Jo), ay( o,Jo) 8:1;( o,Jo),

ktore nazywamy warunkami Cauchy’ego-Riemanna (warunki C-R).
Uwaga: Warunek konieczny nie jest wystarczajacy do istnienia pochodnej funkcji.

Przyktad 2.

Niech f:C —C, f(z)=u(z,y)+ ju(x,y) taka, ze
L, gdyz-y=0
0, gdyz-y#0

Sprawdzimy warunki Cauchy’ego-Riemanna w punkcie zy = 0.

0
a—u(O, 0) =0, bo u(z,0) =1 dla dowolnego x, a pochodna funkcji stalej jest réwna 0.
x

9,
a—U(O, 0) =0, bowv(0,y) =1 dla dowolnego y, a pochodna funkcji statej jest réwna 0.
Y

u(r,y) =v(z,y) =

. Ou Jv
Mamy wigc %(0,0) = @—y(0,0) =0.

gU(O, 0) =0, bow(z,0) =1 dla dowolnego z, a pochodna funkcji statej jest réwna 0.
x

gu(o, 0) =0, bou(0,y) =1 dla dowolnego y, a pochodna funkcji statej jest réwna 0.
Y

ou Jv

—(0,0) = ——=(0,0) =0

5.0.0) = =2 (0,0)

Czyli warunki Cauchy’ego-Riemanna dla funkcji f w punkcie zy = 0 sg spetnione.

Mamy wiec

Ale pochodna f'(0) nie istnieje.
Mozna wziaé ciag argumentéw (z,) = (x, + jy,) zbiezny do zo = 0 taki, ze x,, - y,, # 0.

Dla takiego ciagu bedzie f(z,) = 0 dla kazdego n.
JO+2) = F0) 0 (1+))

Zn zn—0 Zn

7 definicji pochodnej badamy granice limo ,

a ta granica nie istnieje.
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Tw. 2. (Warunek wystarczajacy istnienia pochodnej)

Jezeli funkcje u(z,y), v(z,y) spelniaja w punkcie (xq,yo) warunki C-R
i na pewnym otoczeniu punktu (g, o) sa klasy C*,
to funkcja f(2) = u(x,y) + jv(z,y) ma pochodng w punkcie zo = x¢ + jyo

i zachodza rownosci

, ou . Ov v . Ou
['(20) = %(-’L’o,yo)ﬂLJ : %(1:07y0) = @(37073/0) -7 %(ﬂfo,yo)-

Podobnie jak dla funkcji zmiennej rzeczywistej wprowadza sie pojecie pochodnej funkcji
zmiennej zespolonej. Jesli f jest funkcja, ktéra posiada pochodng w kazdym punkcie

pewnego zbioru, to jej pochodng oznaczamy przez f'.

Przyktad 3. Wyznaczymy pochodne podanych funkcji wszedzie, gdzie istnieja.

a) f(z) =Rez
f(z) =Rez =z, wiec u(z,y) =z, v(z,y) =
ou_
ox dy
Ou v . . : : : . o
Warunek 9~ 9w nigdzie nie jest spelniony, wiec funkcja f nie posiada pochodnej w zadnym
T Y
punkcie.

b) f(z) =z-Rez

f(z) =2Rez = (z+ jy) -z = 2® + joy, wicc u(z,y) =2% v(z,y) =2y
ou ov

2 _9 — =

or 0 oy .
ou  Ov . : :

Warunek — = — bedzie spetniony, gdy 2z =z, czylidla z = 0.
or 0Oy

0 0

u_o v_,

dy ox
ou v . :

Warunek — = —— oznacza 0= —y, bedzie speliony dla y = 0.
dy ox

Warunki C-R beda spelione jedynie dla z = 0.

Pochodna f(0) istnieje, bo spetniony jest warunek wystarczajacy: funkcje u(x,y) oraz v(z,y) sa

klasy C*.
sy Ou . Ov B
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c) f(z) = ¢
f(2) =e* ="M = e"(cosy + jsiny) = e” cosy + je* siny,

wiec u(z,y) =e"cosy, wv(x,y)=e"siny.

ou ov
— =¢e"cosy, — =e’cosy,
ox 4 oy Y
. ou Ov . ) . .
wiec warunek 9 =~ oy jest spelniony dla wszystkich z = (z + jy).
x Y
@ = —e”sin 8— = e’ sin
ay - y? ax - y?
ou ov
wiec warunek — = —— jest spetniony dla kazdego z.
oy ox
Funkcja f posiada pochodng w kazdym punkcie.

f’(z)—@—k' @—ewcos + je’ siny = €”

Uwaga: Twierdzenia o dziataniach arytmetycznych na pochodnych i o pochodnej funkcji ztozonej

pozostaja prawdziwe dla funkcji zmiennej zespolone;j.

Mozna wyprowadzi¢ nastepujace wzory:
(") =n-z
(eaz)/ — aeaz

(sinz)’ = cos z

(cosz) = —sinz
Def. 2. Jedli F'(z) = f(z), to méwimy, ze F(z) jest funkcja pierwotna funkcji f(z).
Funkcja holomorficzna

Def. 3. Méwimy, ze f jest funkcja holomorficzng w punkcie z,

jesli posiada pochodna f'(zy) oraz posiada pochodnag w pewnym otoczeniu punktu z.

Uwaga: Funkcja holomorficzna w punkcie 2, ma pochodna w tym punkcie,

ale nie na odwrot!

Funkcja moze mie¢ pochodng w 2y i moze nie by¢ holomorficzna w tym punkcie,
gdyz moze nie mie¢ pochodnej w zadnym otoczeniu punktu zg.

Tak jest np. w przypadku funkcji f(z) = z - Rez (przyktad 3b).
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Def. 4. Funkcja f jest holomorficzna w obszarze, jesli jest holomorficzna

w kazdym punkcie tego obszaru.

Uwaga: Funkcja jest holomorficzna w obszarze <= posiada pochodng

w kazdym punkcie tego obszaru.

Wtasnos$ci funkcji holomorficznych

e Funkcja holomorficzna posiada pochodne wszystkich rzedéw (jest klasy C>).

e Jedli funkcja f jest holomorficzna na C i jest ograniczona tzn. istnieje dodatnia liczba M

taka, ze dla kazdego z € C spelniona jest nier6wnosé |f(z)| < M, to f jest funkcja stala.

o Jedli f(z) = u(z,y) + ju(z,y) jest funkcja holomorficzna,

to spetnione sa rownania rézniczkowe Laplace’a:

Pu P o
ox2  oy? raz oz oy?

Funkcje v i v spelniajace rownanie Laplace’a nazywamy funkcjami harmonicznymi.

Whiosek: Czes$¢ rzeczywista u(z, y) oraz czesé urojona v(x,y) funkcji holomorficznej w pewnym

obszarze sa funkcjami harmonicznymi w tym obszarze.

Dwie funkcje harmoniczne u(z,y) i v(z,y), ktére speliaja rownania C-R nazywamy funkcjami

harmonicznymi sprzezonymi.

Fakt: Jesli funkcja u(z,y) (odpowiednio v(z,y)) jest harmoniczna w obszarze D,

to istnieje funkcja harmoniczna v(z,y) w D (odpowiednio u(x,y)) z nia sprzezona, taka ze
u(z,y) = Re f(z), v(z,y)=1Imf(z)
dla pewnej funkeji f(z) holomorficznej w obszarze D C C.

Przyktad 4. Znalezé funkcje holomorficzng f(2) = u + j-v, wiedzac, ze:

a) u(z,y) = =2y, f(0) = j;
b) v(z,y) = 22% — 2y* + .



