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Funkcja zespolona zmiennej rzeczywistej

Niech T CR, f:T—-C, T>t—x+1y=uz(t)+ jy(t) = 2(t)
1. jesli zg = xg + jyo, to thr? z(t) = 2o Ly lim z(t) =x9 A thr? y(t) = yo;
—10 —10

2. funkcja z(t) jest ciagta w punkcie ¢ LN funkcje x(t),y(t) sa ciaglte w to;

4. /b ()t L /b x(t)dt + 5 - /b y(t)dt.

a

Przyktad 1.
a) Funkcja f:[0,1] = C, =z2(t) = —1+ jt.
Zbiorem wartosci funkcji f jest odcinek pionowy o koncach —1 1 —1 + j.

Pochodna funkcji: 2/(t) = j;
b b b )
. b rteqb
calka: /z(t)dt = /—1dt +J ./tdt = [_t} +j{§}

a
b) Funkcja f : R — C, 2z(t) = zo + 1 - €',
gdzie zy = xg + jJyo € C ustalony punkt, r € R, ustalona liczba.

Zbiorem wartosci funkcji f jest okrag o srodku w punkcie zg i promieniu r

(przebiegany wielokrotnie w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara).
2(t) = f(t) = xo + jyo + r(cost + jsint) = xg + rcost + j(yo + rsint)

x(t) = xg + rcost ‘
parametryzacja okregu.
y(t) = yo + rsint

Pochodna: 2/(t) = 2/(t) + 7 - y'(t) = —rsint + jrcost = jr(cost + jsint) = jre’t.

Interpretacja geometryczna:

Wektor o wspélrzednych (2'(t),y'(t)) jest wektorem stycznym do krzywej z(t) w punkcie (z(t), y(t)).
Calka: np. /z(t)dt = /(xg + rcost)dt + j /(yo +rsint)dt = {xot + rsin t}g +7J [ygt — 7 COS t}
0 0 0

.=

=g + j(myo + 2r) = w20 + 21].

Catke mozna obliczy¢ inaczej:

/z(t)dt = /(Zo+T-€jt)dt = [zot—ki-ejt ;r == 120 —jr(e?™ —€°) = 2o — jr(—1—1) = w2 +2r].
J

0 0
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Ptaszczyzna zespolona domknieta

Dana jest sfera ¢ 4+ n? + (7 — 3)? = ; (sfera Riemanna).

Kazdy punkt ptaszczyzny z€0XY (utozsamianej ze zbiorem liczb zespolonych C)

taczymy odcinkiem z punktem N=(0,0,1) na sferze. Przecina on te sfere w punkcie

x y 2] >
P = = .

Jest to przyporzadkowanie wzajemnie jednoznaczne miedzy sferg (bez N),

a zbiorem C (tzw. rzut stereograficzny).

W ten sposéb kazdy punkt sfery, z wyjatkiem N, ma swoj odpowiednik w C.
Jesli |z| — o0, to (§,m,7) — (0,0,1) = N. Zatem (0,0, 1) < oc.

Zbiér C U {oo} nazywamy plaszczyzna zespolong domknigta

(inaczej plaszczyzng Gaussa).
Ciagi liczb zespolonych

Def. 1. Ciag liczb zespolonych (z,) jest zbiezny do liczby zespolonej z
(ozn. lim z, = z), jesli

lim |z, — zo| = 0.

Uwaga 1. Jedli 2, = x,, + JjYn, 20 = To + JYo,
to nhHoloZ” =z) < lim z, =29 A nhngoyn = 1p.

n—oo

Def. 2. Ciag liczb zespolonych (z,) jest zbiezny do co (ozn. lim z, = 00),

jesli lim |2n| = +00.
Przyktad 2.
: J" Jg -1 =175 -1
C h n— n = \717 5 3 o ) 40 A )
a) Ciag o wyrazach a @ (1 5315 6 )
Jest to cigg zbiezny. lim a, = lim - 0, gdyz lim |a,| = lim \‘7—] = lim — =0.
n—00 n—oo p, n—00 n—oo ' n, n—oo 1,

b) Ciag o wyrazach b, = (—1)" + j" jest ciagiem okresowym:
b, = 2 dla n = 4k

bpy=—1+7 dlan=4k+1

b, =0 dlan =4k + 2
b

n=—1—7j dlan=4k+ 3.
Jest to ciag rozbiezny, bo posiada podciagi zbiezne do réznych granic.
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Szeregi liczbowe o wyrazach zespolonych

Dany jest ciag liczb zespolonych (z,).
Tworzymy ciag sum (S,,) : S, = 21+ 22+ ... + 2.
Sp=(T1+z2+...+2) +i+y2+ ...+ yn) gdy 2 = zp + Jys.

Ciag (S,) nazywamy szeregiem liczbowym (zespolonym) o wyrazie ogblnym z, i oznaczamy:

[eS)
>z
n=1

Def. 3. Szereg liczbowy (zespolony) Y z, jest zbiezny, jedli ciag liczb zespolonych (S,) jest
n=1
zbiezny do granicy wlasciwej.

Uwaga 2. Szereg Z z, jest zbiezny <= zbiezne sa szeregi Z T, OTaz Z Yn

n=1 n=1 n=1
oo o0 oo
i zachodzi wtedy réwnosc Z Zp = Z Tp+J Z Yn-
n=1 n=1 n=1

Def. 4. Szereg Z z, jest zbiezny bezwzglednie, jesli zbiezny jest szereg Z | 2]

n=1 n=1
o0

Jesli szereg Z z, jest zbiezny, ale nie jest zbiezny bezwzglednie,
n=1

to méwimy, ze jest zbiezny warunkowo.

Tw. 1. Jezeli szereg z |z,| jest zbiezny, to zbiezny jest szereg Z Zn-
n=1 n=1
Przyklad 3. Szereg o wyrazach zespolonych:

A |
2 2t g,

n=1 n n=1 n

Jest to szereg zbiezny jako kombinacja szeregéw zbieznych.
Zbieznos¢ bezwzgledna:

Szacujemy moduty wyrazéw szeregu

(-)"+ L, 1 1 1 1 1
| = | == |(-1)"+j—| = 1+ —>—
2] ‘ n n‘( ) +‘72n‘ n +4n2 n
Szereg liczbowy Z — jest rozbiezny, wiec na mocy kryterium poréwnawczego
n=1
szereg Y |z,| o wyrazach wiekszych tez jest rozbiezny.
n=1

Whiosek: badany szereg jest zbiezny warunkowo.
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Funkcje zespolone zmiennej zespolonej

Niech DCC, f:D — C, z:x+jyri>w:u+jv:u(:v,y)+jv($,y)-
u(z,y) = Re f(z) — czesé rzeczywista funkcji f(2),

v(z,y) = Im f(z) — cze$é urojona funkcji f(z).

Funkcje zmiennej zespolonej to miedzy innymi: wielomiany i funkcje wymierne, gdzie argumentem

jest z,Z,|z|,Re z,Im z.

R
Na przyktad f(z) = jz°* + |z|2* + %.

Przyktad 4. Dla funkeji f: C\ {0} - C, f(z) = = wyznaczymy Re f(2) 1 Im f(2).
z
. . . 2 2 . 2 2
_ N_T—JYy _r—Jgy rogy  wt oy —2ayj  rt oyt —21y
JO =TI =y = ariy gy~ @vy @ag ey
% —y? —2xy
Re (2) = u(e.9) = S5 Ly W f(2) = olny) = ot

Funkcja wykladnicza argumentu zespolonego

e* =" =e” . e = e”(cosy + jsiny) = e” cosy + je¥ siny.

Funkcja wyktadnicza jest suma zespolonego szeregu potegowego e* = Z—'
= n!
el™™ =el.e™ = e(cos(—7) + jsin(—m)) = e(cos(w) + jsin(n)) = T = —¢

Zauwazmy, ze otrzymana wartos$¢ jest ujemng liczba rzeczywista, co nie bytoby mozliwe

dla rzeczywistej funkcji e®.
Uwaga 3. Wtasnosci funkcji wyktadniczej:
1. jesli z=2 € R, to e* = ¢e” € R;
2. eIk™ = (=1)%, %" =1, k - liczba calkowita;
3. funkcja e* jest okresowa: e*I%T = ¢* > € C, k - liczba catkowita.

Funkcja e moze przyjmowaé dowolne niezerowe wartosci zespolone.

Przyktad 5. Wyznaczy¢ z speliajace réwnosé e* = w = r(cos ¢ + j sin ¢).
Mamy e* = e = e%(cosy + jsiny) = r(cos ¢ + j sin @),

a ta réwnosé zachodzi, gdy e* =r, y= ¢+ 2km,
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czylizx=Inr, y=0¢+2kr dlakeZ.

Przyktad 6. Rozwigzaé¢ rownanie e® = e”.

ety — Ty

eV =¢"e W o 2R, y=—y+2km, kEZ
Réwnosé jest spetniona, gdy * € R, y = km, dla k € Z.

Na ptaszczyznie zespolonej zbiér rozwiazan to nieskoniczony zbiér poziomych prostych

o rOwnaniach y = k.

Warto zapamigtaé:

1. e #£0

2 z1+z22

e = e

. €Z2

3. el =e? & z = 25+ j2km dla pewnego k € Z.

Funkcje trygonometryczne argumentu zespolonego

_ def €7 —€7T? def €7F + €772
sing = ———, cosz = ———
27 2
Definujemy réwniez
sin z cos z
tgz = , ctgz = —
cos sin z

oraz funkcje hiperboliczne — sinus hiperboliczny i cosinus hiperboloczny analogicznie jak funkcje

rzeczywiste
z

shz:sinhz:i, chz:coshz:i
2 2
Uwaga 4. Wtasnoéci funkcji trygonometrycznych

1. jesli z=2 € R, tosinz =sinx oraz cosz = cosz
(dla argumentéw rzeczywistych funkcje te maja takie wlasnosci, jak rzeczywiste funkcje

trygonometryczne);
2. sinz jest funkcja nieparzysta sin(—z) = —sin z;
3. cosz jest funkcja parzysta cos(—z) = cos z;
4. sin z jest funkcjg okresowa: sinz = sin(z + 2k7);
5. cos z jest funkcjg okresowa: cosz = cos(z + 2k7);
6. cos?z +sin?z =1; (jedynka trygonometryczna)

b}
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7. Funkcje sinz i cosz sa nieograniczone tzn. |sin z| oraz | cos z| moga przyjmowaé dowolne

nieujemne wartosci rzeczywiste.

8. sinz =sinx - chy 4+ jcosx - shy, cosz = cosz-chy — jsinx - shy.

Przyktad 7.
Obliczymy:
cosj = e’ —’—26_“ = ¢ +2€_1 = cosh 1 - wartos¢ jest liczbg rzeczywista > 1.
PITHI) _ pmi(mt) o= lgim _ gL o—im ol _ ol el o1
sin(m + j) = = = =—j.——— = —jsinh1l

27 27 2j
Wyznaczymy czes¢ rzeczywista i cze$¢ urojong funkcji sin z.

eI (@) emil@tiy)  emyFiT _ ¥=iT  eY(cosx + jsinx) — e¥(cosx — jsinx)

sin z = , = . = . =
2] 2] 2]
e Ysinx+eYsine e Ycosx —eYcosx .oeY+4 eV . e¥y —eY
= + - =sSmr——— + JCcosSxr——— =
2 29 2 2

= sinx coshy + j cos x sinh y

Otrzymujemy
eV +eY
Re (sin z) = sin x+2 = sinz cosh y
Im (sin z) = cos Ty =cosz sinhy.
Przyktad 8. Rozwiaza¢ rownanie sinz = —2j.

sinz=-2j < Re(sinz)=0 i Im(sinz) =-2

e’ +e e’ +eY

Re (sinz) = SinxT =0, gdy sinx =0, bo —5 € R,
Stad rozwigzania spetniaja warunek: x = kmw, k € Z.

ey J— efy
Ponadto musi by¢ Im (sin z) = cos T = —2.

ey — efy

Gdy z = 2km, to cosx =1, wiec dostajemy réwnanie — = -2,
a jego rozwiazanie to y = In(v/5 — 2).
Gdy = =m+ 2km, to cosx = —1, wiec dostajemy rownanie ———— = —2,

2
a jego rozwiazanie to y = In(v/5 + 2).

Ostatecznie rozwiazania sa postaci:

z =2k +jIn(v/5 —2) oraz z =7+ 2kr + jIn(v/5 +2), gdzie k€ Z.
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Granica funkcji zmiennej zespolonej

Zal. Funkcja f(z) jest okreslona w pewnym otoczeniu U punktu zg, v = a + j0.

Def. 5. Liczba 7 jest granica funkcji f w punkcie zg (ozn. lim f(z) = ), jesli

z—20

V(zn) CU [20 = 20 = f(20) =]

Uwaga 5. lim f(2) =7 < lim wu(z,y)=a A lim v(z,y) = 0.

20 (m,y)—>(mo,yo) (xvy)ﬁ(ﬂfoayo)

Def. 6. Funkcja f (okreslona na pewnym otoczeniu punktu zj) jest ciagta w zg, jesli

lim f(z) = f(20).

z—20

Funkcja f jest ciggla w zbiorze D C C, jesli jest ciggla w kazdym punkcie tego zbioru.

z
Przyktad 9. Sprawdzimy, czy istnieje granica liII(l) —
z—0 2

Niech z =r(cos¢+ jsing), r € R,.

Warunek z — 0 jest rownowazny warunkowi r — 0.

_ r(cos¢g —jsing) cos¢ — jsing
~ r(cosg +jsing)  cos¢+ jsing

2¢j

z = C0s2¢p — jsin2¢p = e~
z

z
Otrzymana wartos¢ zalezy od kata ¢. Nie bedzie konkretng liczba lim —, bo zalezy z jakiego
r—2Zz0 z

kierunku ciag argumentéw (z,) zbiega do 0. Granica badanego wyrazenia nie istnieje.

2
Przyktad 10. Wyznaczymy granice lir% ]Zz|
2 2
Zauwazmy, ze ‘Z—’ = il = |z|.
2t 2
22 22
Stad lim‘— =lim|z| =0, codaje lim = =0.
z—0 ‘Z| z—0 z—0 ’zl



