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Szereg trygonometryczny Fouriera

Def. 1. Funkcje f, ograniczona w przedziale (a,b), nazywamy przedzialami monotoniczng

w tym przedziale, jezeli przedzial (a,b) mozna podzieli¢ na skonczona liczbe podprzedziatow
wewnatrz ktorych funkcja f jest monotoniczna

Uwaga 1: Nie kazda funkcja ciagta jest przedziatami monotoniczna
1
Przyktad: funkcja f: (0,1) = R, f(x) = sin—.
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Def. 2. Funkcja f spelnia w przedziale [a,b] warunki Dirichleta, jezeli

1. f jest przedzialami monotoniczna w przedziale (a, b);

2. f jest ciagla w przedziale (a,b) z wyjatkiem co najwyzej skoriczonej liczby punktéw

nieciggtosci pierwszego rodzaju, przy czym w kazdym punkcie nieciagtosci xy spetniony
jest warunek

fleo) = 5(lim f(@)+ tm f(x);

T—T) x%xo

3. na konicach przedziatu [a, b] spetnione sa réwnosci

fla) = 70) = 5 (1 fa) + Tim f(2)).

x—at z—b~
Warunki te nazywamy odpowiednio: pierwszym, drugim i trzecim warunkiem Dirichleta

Def. 3. Szeregiem trygonometrycznym Fouriera funkcji f w przedziale [—1,I], I > 0
nazywamy szereg funkcyjny postaci

ap oo nmwx . nmx
B +;<a”(os + by, sin T) (1)
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przy czym

nmx

n=20,1,2,...

b, = - l /]‘ sm—dz n=12,3,...

Uwaga 2: Kazdy sktadnik sumy w wyrazeniu (1) jest funkcja okresowa.
Wspoélnym okresem wszystkich sktadnikow jest T' = 21, gdyz

nw(wl—l— 21) +bosin mr(xl—l— 21)

nm nmwx
Ay, COS —— ; —i— b,, sin —— = = @, COS
Twierdzenie Dirichleta. Jezeli funkcja f spelia w przedziale [—[, ], > 0 warunki Dirichleta,

to jest rozwijalna w tym przedziale w szereg trygonometryczny Fouriera, tzn.

+ Z (an cos L 4 by, sin mlrzv) (2)

dla kazdego x € [—1,1]. Ponadto, jezeli f jest funkcja okresowa o okresie 2[, to réwnosé (2) jest
prawdziwa dla kazdego x € Dy.

Komentarz:

e Jezeli funkcja f : [—I, 1] — R nie spetnia drugiego lub trzeciego warunku Dirichleta, czyli nie
przyjmuje ”wartosci dirichletowskich” w punktach nieciagtosci lub na krancach przedziatu
[—1,1], to réwnos$¢ (2) jest prawdziwa dla wszystkich punktéw ciagtosci funkeji f, a w
pozostatych punktach szereg Fouriera (1) funkcji f jest zbiezny do wartosci dirichletowskich

w tych punktach.

e Jezeli funkcja f jest okre$lona na przedziele otwartym, to nalezy na krancach tego prze-
dzialu dookresli¢ ja tak, aby spelniata warunki Dirichleta i wtedy dla tej nowej funkcji

mozemy zastosowac twierdzenie Fouriera.

Uwaga 3. Rozwiniecie w szereg Fouriera funkcji spelniajacej warunki Dirichleta w przedziale

[—1,1],1 >0 jest w tym przedziale jednoznaczne.

Przyktad 1. Niech f : R — R bedzie funkcja okresows, ktérej rozwiniecie w szereg Fouriera
jest nastepujace: f(z) =54 3sin2zx — Tsinbz + Z — cosn.
n

n=1

Wspdlny okres funkcji wystepujacych w rozwinieciu jest réwny T = 27, stad [ = 7 i mozemy
porownac wspotczyniki tego rozwiniecia z odpowiednimi wspotczynnikami szeregu

%—k Zancosnx—l— ansinnx

n=1 n=1
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Dostaniemy:

a 17
50 =5, stad ap=10= 7T_/ f(x)dx

™

4 1
an:—gz—/f(a:)cosnxdx dla n=1,2,3,...
n m )

1
by =3= —/f(x)sinQIdx
7T

—Tr

T

1
by = —7=— / f(z)sin bxdx
T

™

1
Dla pozostalych n bedzie b, =0= — / f(z)sinnxdzx.
T
Przyktad 2. Szeregiem Fouriera funkcji f(z) = sin(x) jest sinz.
Brzmi to moze dziwnie, ale mozemy zapisac:
sinz =0+0-cosx+1-sinx+0-cos2x+0-sin2x+0-cos3x+0-sindz + ...

Jest to wiec szereg, w ktorym wszystkie wyrazy poza jednym sg réwne 0.

Przyktad 3.

Rozwina¢ w szereg Fouriera funkcje okresowa f o okresie T' = 2[, dla ktérej zachodzi:

0, dlaze(-1,0) ) )
flx) = gdzie A,l > 0 — ustalone liczby.
2A, dlaz € (0,1)
Funkcja okreslona tak, jak w tym przyktadzie nazywana jest

sygnatem o przebiegu prostokgtnym.

Na poczatku dookreslimy funkcje tak, by spelniata warunki Dirichleta.

J
249 O
® ® Ao » e
} P = ! >
L -, L 2L X

1 1
W punkcie z = 0 przyjmiemy f(0) = 5( lirgli flz)+ lirgl+ flz)) = 5(0 +24) = A.

1 1
Na krancach przedziatu przyjmiemy f(—1) = f(l) = 5( lim f(x)+ lir}l flz)) = 5(0—{—2/1) = A.

z——It

3
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Tak okreslona funkcja b@dzie sie pokrywala z jej rozwinieciem w szereg Fouriera.

+ Z (an COS —I— b,, sin mlrzv)

Wyznaczymy wspoétezynniki rozwiniecia, korzystajac z wzorow z def. 3.

l/f Vo = - /de+ /2Ada:—2A/dx—2Al_2A

dlan=1,2,3... bedzie

nmwx

!
1
n, l/f cosdx—l0/2A~cos7lmdx:l/cosldx:l[msinl}f)zo

!
1
b, l/f sin@dx—f/QA-sin—dx:
0

2A
2A 1 nmxql 24 2A N — -2, dla n nieparzystych;
— 7.7{_6037Z }0_ [cos0—cosnm] = —[1—(-1)"] = { n7
[ nm nm nm 0, dla n parzystych.

Dla n = 2k mamy b,, = by = 0,

4A 4A
adlan:2k—1mamy bn:kaflzizm'
Poza tym ag=2A,adlan>0 a,=0.

Rozwini@cie funkcji f w szereg Fouriera b@dzie nastepujace:

+Zb sin 0 —A+Z 2]{:_1)' (%l_l):ﬂ.

Uwaga 4. Twierdzenie Dirichleta oraz okreslenie szeregu trygonometrycznego Fouriera beda

prawdziwe rowniez dla przypadku funkcji okreslonej w przedziale [a, a+2[]. Wtedy wspdtczynnki

we wzorach w definicji 3. bedg okreslone nastepujaco:

1a+2l
nmx
an:f/f(x)cos%da:, n=0,1,2,...

Przyktad 4.

Rozwina¢ w szereg Fouriera funkcje okresowa f o okresie 7' = m, i réwna z na przedziale (0, 7).
Funkcja taka, jak w tym przyktadzie nazywana jest sygnatem o przebiegu pitoksztailnym
(pitozebnym).

Na poczatku dookreslimy funkcje tak, by spetniata III warunek Dirichleta.

Na kraficach przedziatu przyjmiemy f(0) = f(m) = 3( lim f(z) + lim f(z)) = s(0+m) =2

z—0 T—T
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Tak okreslona funkcja bedzie sie pokrywata z jej rozwinieciem w szereg Fouriera
(we wzorze podstawiamy [ = 7, bo T = 2I).

nmwx

flz) = 5} +Z(ancosi+b )=?+i(an0052nx+bnsin2nx)
2 n—1

Wyznaczymy wspodtezynniki rozwiniecia, obliczajac odpowiednie catki.

2 rxiqx 2 2
z/f /xdf”—;[%}o S

dlan=1,2,3... bedzie

1 ™
= T/f(qz) cos 2nxdr = - - o o

2 /7r$-0082nxd$ _ g(:v sin2nx‘;r _/ﬁsin2n:cd$) _
0 0

2 2 o
204 [ o

T

1 2 = 9 9 . ™ 9
bn = j/f(i) sin 2nxdr = —/x -sin 2nmdr = —(—a:- o8 nx’o -|-/COS mj@;) =
0 0

™ T 2n
0

2 2 in2nxqr 2 /- 1
R N

Rozwinigcie funkcji f w szereg Fouriera bedzie nastepujace:

> = —1 1 1
flz) = %—l— > b, sin2nx :g—i- Zzsin?rm: g — 8in 2z — §sin4x— gsin6x—....

n=1 n=1
Uwaga 5. Jezeli funkcja f spetnia warunki Dirichleta w przedziale [—[,1], ] > 0 oraz
1. jest funkcja parzysta, to otrzymujemy szereg Fouriera samych cosinusow

n

!
?/ cos—dac n=0,1,2... i by=0 dlan=1,23 ..
0

2. jest funkcja nieparzysta, to otrzymujemy szereg Fouriera samych sinusow

N‘[\D

!
/ sin—dx n=123,... 1 a,=0 dlan=0,1,2,...
0
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Przyktad 6.

Wyznaczy¢ szereg Fouriera dla funkcji okresowej o okresie T = 2w, okreslonej na przedziale

[—7, 7| wzorem f(z) = |z|.

Funkcja tak okreslona nazywana jest sygnatem tréjkatnym.

=

Tak okreslona funkcja spetnia warunki Dirichleta i bedzie sie pokrywata z jej rozwinieciem w

szereg Fouriera (we wzorze podstawiamy [ = 7, bo T = 27).
flz) = % + i (an cos nx + by, sin nx)
n=1
Zauwazmy, ze funkcja f jest parzysta (spetia warunek f(—z) = f(x)).
W takiej sytuacji b, = 0 dla wszystkich n € N.

Wspbtezynniki a,, wyznaczymy, obliczajac odpowiednie catki.

17 o ® , )
:7/|x|cosnxdx:—/x.cosnxdx:7( smn;p /Slnnx
[ - /

™

0

x —4 dla n=2k-1
. E(O—l— {COSHZL’} ) _ 2 (COSTMT _ 1) P a n
2 o m™n? 0 dla n =2k

™ n

Takie uzyskaliSmy wspétezynniki dla n # 0 (w obliczeniach byto catkowanie przez czesci).

Dla ay wykonujemy obliczenie osobno, bo nie mozemy zastosowa¢ wzoru powyzej, bo mieliby$my

dzielenie przez n = 0.

17 2 7 2rx%yr 2
W/‘x’x Woa:x 7'('[2}0 T 2 m
Ostatecznie dostajemy szereg
ad 4 & (2k — 1)z
f(a:)za20janzlancosm:—7T Zcoszk_l))

Wykorzystajmy jeszcze otrzymana réwnosé. Jest ona prawdziwa dla z € R.

Wstawmy do niej x = 0.
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T 4 cos0 ©

J0)=0=5- Z(%—l) Z%—l

k 1

Po prostym przeksztatceniu dostaniemy

Uwaga 6. Jezeli funkcja ¢ spelnia w przedziale [—[, 1], [ > 0 warunki Dirichleta, za$ funkcja f
jest okreslona na tym samym przedziale i przyjmuje wartosci rozne od wartosci funkcji ¢ tylko

w skonczonej liczbie punktow tego przedziatu, to rownosé

TLTI'(L’)

flz) = + Z (an C0S % 4+ by sin 7 (3)

gdzie szereg po prawej stronie (3) oznacza szereg Fouriera funkcji ¢, bedzie prawdziwa dla kaz-

dego = € [, 1] z wyjatkiem tych punktéw, w ktérych wartosci funkeji f i ¢ sa rozne.

Przyktad 7.

Wyznaczy¢ szereg Fouriera dla funkcji okresowej o okresie T = 2, okreslonej na przedziale

[—m, 7] wzorem g(x) = |z| + 7 + 3sin 2z — < cos 3x.
Nie musimy liczy¢ catek, bo wszystkie potrzebne catki zostaty obliczone w przyktadzie 6.

Znamy rozwiniecie funkcji f z przyktadu 6:

T 4 & cos(2k—1)z 7w 4 cos3x  cosbx
J( _*_%kzl (2k — 1)2 =5 gl )

1
Wykorzystamy zwiazek ¢(x) = f(z) + 7+ 3sin2x — — cos 3z i dostaniemy:
7T

4 3 5 1
g(x):g—;(cosx%—co;x—kco;x—i- ..)+7T+3sin2x—;cos3x:
3 4 4 1 4 5 7
g—;cosx—i-?;stx—%cosBx—;cos3x—;(CO;2x—i—CO;zx—i—...):
3m 4 13 4 & cos(2k — 1)z
7—;(:osx—|—3sm2:c—9—7Tcos33:—;kz£))W

Wspbétezynniki szeregu Fouriera funkeji g sa nastepujace:

5 4 13 tal 4
ag=3m, a3 =——, az= ——, pozostale: a1 =————, a
0 ;a1 U 97T7p 2k—1 T2k — 1) 2k

b, =3, b, =0 dla pozostatych n.

=0

Uwaga 7. Jezeli funkcja f spelia w przedziale (0,1) 1. i 2. warunek Dirichleta, to mozna ja
przedtuzy¢ do funkeji okreslonej w [—1, ], tak aby spelniata wszystkie trzy warunki Dirichleta w

tym przedziale.
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W szczegdlnosci mozna jg przedtuzyé do funkeji parzystej f* — wtedy rozwiniecie w szereg

samych cosinuséw funkeji f* bedzie dla x € (0,1) rozwinieciem funkcji f.

Mozna funkcje f przedtuzyé do funkcji nieparzystej f** — wtedy rozwiniecie w szereg samych

sinusow funkcji f** bedzie dla x € (0,[) rozwinieciem funkcji f.

Przedtuzenie do funkcji parzystej

!
7

-4

Przedtuzenie do funkcji nieparzystej

- M

Przyktad 8.

Rozwinaé¢ w szereg samych cosinuséw funkcje f(x) réwna sinz dla x € (0, 7).

- 1
z * -

Aby uzyskaé¢ zadany szereg przedtuzymy funkcje do funkeji f* parzystej na przedziale [—7, 7],

przyjmiemy [ = .

sin x

f(x) =

Vs Y -
/ N p
/ 5 ’ \
\ / \ ,-’/ 5\ J
\ ! A A /
3 i 0.5 / \ /
\ / \ / \ /
v/ \ / vy
v ! ! N/ X
¥ A 4
-2 T T 27
sinz, dlax e (0,m)
—sinz, dlax € (—7,0)
0, dlax =07, —7

Dalej rozwijamy juz funkcje parzysta f*, dlatego wszystkie wspotczynniki b, = 0

i trzeba wyznaczy¢ tylko a,,.

Szukane rozwiniecie bedzie miato postac:

f(z)

)

o0
+ Z Qy, COSNT

n=1
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™ ™

—T

1 2 7
a, = — / f*(z) cosnzdr = — /sinx - cosnxdr = (x)
0
Wykorzystujemy wzor
1
sinacos 3 = 5[8111(05 — B3) +sin(a + B3)]

i kontynuujemy obliczenia

™

(%) =—- ;0/<sin(n + 1)z — sin(n — 1)x>dg; = l[

_cos(n+ 1)z cos(n — 1)xr

T n+1 n—1 0

_l[_ cos(n+1)m —1 COS(H—l)ﬂ'—l} ~ ()
B n+1 n—1 B
Dla n =2k bedzie cos(n + 1)m = cos(2k + 1)m = cos(2k — 1)m = cos(n — 1)m = —1,

T

adlan=2k+1 bedzie cos(n+ 1)m = cos(2k + 2) = cos(2k)m = cos(n — 1)m = 1.

1 [ 2 2
n+1 n-—1

- | dia n=2k
Stad dostaniemy dalej a, =4 7 (*%)
0 dla n=2k+1

Uwaga! We wzorze na a, mamy w mianowniku n — 1, wiec nie mozna z niego skorzystaé dla

n = 1. Wspoélezynnik a; obliczamy osobno:
27 17,

a; = —/smx -cosxdr = —/s1n2xdx =0.

T

0

™
0

Wspdtezynnika ag nie musimy liczy¢ osobno, mozemy wstawi¢ n = 0 do wzoru (**).

4
Dostajemy ag = —.
T

Ostatecznie dostaniemy nastepujace rozwiniecie funkcji f w szereg cosinusow:
>, cos 2kx

k=1 k=1 m




