ANALIZA 2 WYKEAD IX 7. TREBSKA SEM. 21L

Szeregi Taylora i Maclaurina

Niech f : Dy — R. Zakltadamy, ze o € Dy i w pewnym otoczeniu Q(xo,r) funkcja f posiada
pochodne wszystkich rzedéw (ozn. f € C®(Q(xo,7))). Wowczas dla kazdej liczby naturalnej n

mozna napisa¢ wzor Taylora dla funkeji f i punktu z( tzn.

n=1 f9) (g L (e )
1) =3 I - e+ - = 5,(0) 4 Bufo

dla pewnego ¢ miedzy = i x.
Przechodzac do granicy n — oo dostaniemy

oo f(k)<x0)
- !

f(x) (2~ 20)" + Jim R, (x)

k=0

Uwaga 1. Jedli dla x z pewnego otoczenia punktu xg 711er010 R, (z) =0, to

) (2
foy =3 L0

n!

S (o)

n!

Szereg potegowy » (x — xo)"
n=0

nazywamy szeregiem Taylora funkcji f w otoczeniu punktu z,.

Réwnosé (*) nazywamy rozwinieciem funkeji f w szereg Taylora w otoczeniu punktu .
PR - = f™(0)
Dla zy = 0 réwnosé przyjmuje postaé f(z) = Z U
~ nl

Jest to szereg Maclaurina funkcji f.

Uwaga 2. Jezeli w pewnym otoczeniu Q(xo, ) wszystkie pochodne funkcji f sa ograniczone tzn.
istnieje liczba M > 0 taka, ze Vn € N Vaz € Q(zo,7) |f™(z)| < M, to lim R, (z) = 0, wice

prawdziwa jest dla funkcji f réwnosé (*).

Uwaga 3. Rozwiniecie funkcji f w szereg Taylora w otoczeniu punktu x( jest jednoznaczne tzn.,

jezeli w pewnym otoczeniu punktu xy zachodzi rownosé

> f (o) -
f(@) =" an(z — )", toa,= — dla kazdego n € NU {0}.
= n!
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Przyktad 1. Na poprzednim wyktadzie wykazane zostalo, ze

o In
VreR e = —-
= n!
Znamy wiec rozwiniecie w szereg Maclaurina funkcji f(z) = e”.
1
Dla tego szeregu mamy a, = -
n!

1 ™0
A stad zgodnie z uwagg 3. mamy a,, = -~ = / '( )
n n!

czyli wartoéci pochodnych £ (0) = 1 dla kazdego n € N dla f(x) = e*.

Y

Przyktad 2. Wyznaczymy rozwiniecie w szereg Maclaurina funkcji f(z) = e 7.
o0 xn

Wykorzystamy rozwiniecie e* = Z —-

n=0 n

Jest ono prawdziwe dla wszystkich z € R, bedzie réwniez prawdziwe, gdy w miejsce zmiennej x

wstawimy —z.
() _ 0
n=0

n!

(o]
Dostaniemy e = —
n!
n=0

(="
n! ’

Dla otrzymanego szeregu mamy a, =

a stad na podstawie jednoznaczno$ci rozwinigcia mamy = ,

wiec warto$ci pochodnych w z¢ = 0 funkcji f(z) = e~ sa réwne f™(0) = (—1)".

Przyktad 3. Wyznaczymy rozwiniecie w szereg Taylora funkcji f(z) = e® wokét punktu zg = 2.
= fM(2)(x —2)"

Szukane rozwiniecie bedzie miato postac: e* =

|
n=0 n.

x—=2+2 _ 2 r—2

Mamy e* =e e“-e

Wykorzystamy rozwiniecie z przyktadu 1. wstawiajac w miejsce x wyrazenie  — 2.
> (x—2)" & 2o(x—2)"

633:62'63672:62'27_26

| |
n=0 n. n=0 n.

Otrzymany szereg jest zbiezny dla z € R podobnie jak szereg z przyktadu 1.
Mozna tez bylto zauwazyé, ze dla funkcji f(z) = €® mamy f™(z) = €.

Stad f(™(2) = e? i po wstawieniu wartoéci pochodnych do rozwiniccia uzyskamy ten sam wzor.

Przyktad 4. Wyznaczymy rozwiniecie w szereg Maclaurina funkcji f(x) = (3z — 22)e*®.

oo n

x
Wykonamy kilka przeksztatcen i wykorzystamy wzér e* = —-
—n!
2,2z 2 = (22)" = (2z)" 2 = (22)"
(3x — x%)e™ = (3x — z*) 7;) o —31:-7;) o —a:~n:0 =
& 3z (22)" i z® - (2z)" i 3.2m. gntt i 2" gt
B o n! o n! N = n! — nl B
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2n—2 > 3. 2n 1, " o] 2n—2_xn
(

— )i _3“2 T S

> 3. anl . xn 2n72

3- 2”1 PA "
:3x+2( (1) _(n— )) 3x+z<

<n—2)!)'“" -
2” 2 2 2(n—1)y -2
—Sx—i-Z( (n(—l)‘))x :3x+n§::2<6—(n—1))-(n_1)!x =

s 2” 2. 7—n) "

Przyktad 5. Wyznaczymy rozwiniecie w szereg Maclaurina funkeji f(z) = e

Wykorzystamy rozwiniecie z przyktadu 1. wstawiajgc w miejsce x wyrazenie —a2.

B I e Vi

|
n=0 n=0 n:

n!

Otrzymany szereg jest zbiezny dla wszystkich x € R.

Widzimy, ze w otrzymanym rozwinieciu pojawiaja si¢ tylko wyrazy z parzystymi potegami x.

Oznacza to, ze wspotezynniki dla wyrazéw z nieparzystymi potegami ag, 1 = 0.
f(2n+1) (0)
Jednoczesnie z jednoznacznosci rozwiniecia mamy ag, 1 = S——— = 0,
(2n +1)!
stad f@H)(0) =0dlan=0,1,2....
(="
n!

Wspélezynniki dla wyrazéw z parzystymi potegami sa rowne as, =

FEO) _ (1)

Z drugiej strony mamy réwnosc as, = =

(2n)! n!
(=D"(2n)!
n!

Dostajemy wiec f@(0) = dlan=0,1,2....

—1)5(10)!
W szczegélnosei np. f19(0) = ()5'() =—6-7-8-9-10.

Przyktad 6. Wyznaczymy rozwiniecie w szereg Maclaurina funkcji f(z) = sinz .

Obliczamy kolejne pochodne funkcji.
fO(z) =sinz, fO(0) =0,

= fO(z) =sinz, fW(0)=0 dalej pochodne beda sie powtarzac.
0, dlan=4k;

1, dlan=4k+1,

0, dlan=4k+2;

—1, dlan =4k + 3.

Mozemy zapisa¢ ogdlng prawidtowosé: f™)(0) =
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Wszystkie pochodne funkeji sinz sg ograniczone |f™ (x)| < 1, wiec zgodnie z uwaga 2. dla = € R

prawdziwe bedzie rozwiniecie

. 00 f n) (0> ZL’2 .133 5(74 00 n 2 l
sinx = "—0)+1-—2+0- -1 0- n+
S nz::o al * 1! + 20 + (=1 30 * Z:: 2n + 1)!

Przyktad 7. Wyznaczymy rozwiniecie w szereg Maclaurina funkcji f(x) = cosx .

Obliczamy kolejne pochodne funkcji.

fO@z) =cosz, fO0)=1

fW(z) = —sinz, fH(0) =

fO(x) = —cosz, fP(0)=—1,

FO(2) = sinz,  FO(0) =0

f@(x) = fO(z) =cosz, f@(0)=1 dalej pochodne beda si¢ powtarzaé.

1, dlan =4k
. L _ . 0, dlan=4k+1;
Mozemy zapisaé ogélng prawidtowosé: f(0) =
—1, dlan =4k +2;
0, dlan=4k+3.

Wszystkie pochodne funkeji cos z sg ograniczone |f™(z)| < 1, wicc zgodnie z uwagg 2. dla z € R

prawdziwe bedzie rozwiniecie

& M0 ) z? z? z =D,
(,Ob,L—nz::O o =14+0- 1| +(-1)- 5—1—0 a1 1-1—1-...—;::0(2”)'1,

2

Przyktad 8. Wyznaczymy rozwiniecie w szereg Maclaurina funkcji f(z) = cos® x oraz obliczymy

jej pochodne f(™(0).
Wykorzystamy wzor cos®z = (1 + cos2z).

Znajac szereg Maclaurina dla funkcji cos z, mozemy uzyskac rozwiniecie dla funkcji cos 2x wstawia-

jac w miejsce zmiennej x wyrazenie 2z. Otrzymamy
00 (_1)n 00 (_1)n22n 00 1)n22n

cos 2T = nz;; @n)] (22)%" = nz:‘; 7(271)! Z

Nastepnie dostajemy

n22n )n 22n 1 )

" ) = Z — "

n=1
W rozwinieciu wystepuja jedynie parzyste pOthl T, CO oznacza, ze pochodne nieparzystego rzedu
f(2n+1) (0) = 0.

1 1
COS2JJ:§(1+COSQ£B) (1+1+ E
-1

Fm(0) (=1)m . 221

Qo) T (2n)

Wartosci pochodnych parzystego rzedu wyznaczymy z réwnosci
Dostaniemy f?(0) = (—=1)" - 2271,

W szezegdlnosci mamy np.  f19(0) = (=1)?- 217 = —2'7,
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1

Przyktad 9. Wykorzystujac szereg Maclaurina dla funkcji  f(z) = T, Wyznaczymy wartosci
-

pochodnych f(”)(()).

Wiemy, ze = Z 2" dlaz e (—1,1).
, . L £ (0)
Z jednoznacznosci rozwiniecia mamy = = 1,
n!

a stad f™(0) = nl.

1
Przyktad 10. Wyznaczymy rozwiniecie w szereg Taylora funkcji f(z) = 12 wokét punktu
x

_ 1
x0—§.

Szukane rozwiniecie bedzie miato postac: ]

\ 1 1 1 1 1
amy = = = = =
1—x 1—(az—§+l) 1-1—-(@-3) i-(@-3 La-20e-1)

2

= @ _9. = _ 2n+l = TL.
1—2(z — Z( ! ) 22w =3)
Wyznaczymy przedziat zbieznosci otrzymanego szeregu potegowego.

Wspétezynniki a, = 27+
Obliczamy A = lim [*25] = Jim g:ﬁ = 2.

n—oo

Stad promien zbieznosci R = 5, wiec szereg jest zbiezny, gdy |z — %| < %, czylidla z € (0,1).

Na krancach przedziatu szereg jest rozbiezny.

Przyktad 11. Wyznaczymy rozwiniecie w szereg Maclaurina funkcji f(z) = , a nastepnie

14+
wykorzystamy twierdzenie o catkowaniu szeregdéw potegowych.

1 1 T SR
1+93:1—(—$):Z(_x) _Z( 1)

Otrzymane rozwiniecie jest prawdziwe dla z € (—1,1), bo wtedy szereg potegowy jest zbiezny.

Mozemy zastosowac twierdzenie o catkowaniu szeregéw potegowych wyraz po wyrazie.

f f(t)dt = f( f ant”) dt = fant”dt S a n":j
0 n=00 n=0
/f = 1+t 1n’1+t|‘0:hl’1—|—f[;|

Z drugiej strony dla szeregu potegowego » (—1)"z" mamy a, = (—1)", wiec
n=0

n+1

— szereg zbiezny dla x € (—1,1].

> o X (=1
D

n=0

Sl
n=0

Uzyskalismy w ten sposéb rozwiniecie w szereg Maclaurina funkeji In |1 + x|
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>~ (—1 n—1 -1
Infl+z=> =) et prawdziwe w przedziale (—1,1].
n=1 n
e . . 6x
Przyktad 12. Wyznaczymy rozwiniecie w szereg Maclaurina funkcji f(x) = .
2+4+2x)(4—2)
Na poczatku zapiszemy funkcje wymierna f(z) jako sume utamkéw prostych.
6z A . B 4 2
2+z)4—2) 44—z 243 4-—a 242z
Wyznaczymy rozwiniecia kazdego sktadnika.
4 4 1 SN AN ..
i =% =1 : :7;::0(4) = 7;)4—” — szereg zbiezny dla x € (—4,4).
2 2 1 X/ Ty\n (=1)"-a"
2ve A= (=) 1=(=%) nzz:o( 2) HZ::O o szereg zbiezny dla x € ( )

Suma otrzymanych szeregéw bedzie szeregiem zbieznym w cze$ci wspoélnej przedziatow zbieznosci,

czyli w przedziale (—2,2).

6x 42 _“ﬁ_“(—l)”-x”_“ 2"_(—1)”4:" B
24+2)d—2z) 4-=z 2+a:_7;)4n = on _;}(471 2n )=
(L (=D
:,;)(4”_ 7)o"
1

Przyktad 13. Wyznaczymy rozwiniecie w szereg Maclaurina funkcji f(x) = T
x

a nastepnie wykorzystamy twierdzenie o catkowaniu szeregéw potegowych, aby uzyskaé szereg
Maclaurina funkcji arctgz.
1 1 s 9 > 9 .
= = —x)" = —1)" - x*" - szereg zbiezny dla x € (—1,1).
= o = X =2 sereg zbicimy (-1.1)

Mozemy zastosowaé twierdzenie o catkowaniu szeregéw potegowych wyraz po wyrazie.

n=0 n=0

[0t = (£ at)dt = 5 Jant"dt = 5 a, 25
0 0 “\n=0 n=0

n=00
O/f(t)dt = O/ TTe- arctgt‘z = arctgr

7, drugiej strony
= _1\n . 42n . > _1\n . 42n - = <_1)” 2n+1
(Y =m-emyde =3 [(=1)r-#mdt =
n=0 n=0 n—0 2n+1
0o n= =00 =
Otrzymany szereg jest zbiezny w przedziale domknietym [—1,1].

o0 _1 n o
Mamy wiec réwnosé arctgr = Z 2( +>1 2+l
n

n=0

prawdziwg dla z € [—1, 1].
Jak juz dotarliémy do tego miejsca, to teraz czas na nagrode.

Wstawmy do rownosci x = 1.

(="
2n+1

(-1)"
on—+1

Dostaniemy Z

n=0

= arctgl = %, astad :42

n=0
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Rozwiniecia w szereg Maclaurina najwazniejszych funkcji (do zapamietania)

> 1
1. e = Z —‘x” — prawdziwe dla kazdego = € R;
“— n!
2. sinx = i ﬂx%ﬂ — prawdziwe dla kazdego = € R;
= (2n +1)!
3 _y E e dziwe dla kazd R;
. CoST =) @2n) x“" — prawdziwe dla kazdego x € R;
n=0 '
1 o
4. 0 = 2" — prawdziwe dla kazdego = € (—1,1);
—

n=0

(_1)n+1

5. In(l+zx) = i

n=1

2" — prawdziwe dla kazdego x € (—1,1].



