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Szeregi liczbowe

Niech (ay,)neny — dowolny ciag liczbowy (nieskorniczony).

Definiujemy nowy ciag (S,) o wyrazie ogélnym S, = a1 +as + az+ ...+ a, = Y _ ay.
k=1

Def. Ciag liczbowy (.S,) nazywamy szeregiem liczbowym o wyrazie ogblnym a,, i oznaczamy:

Zan:a1+a2+a3—|—...

n=1
Szereg Z a, nazywamy zbieznym, jesli istnieje granica wlasciwa S = nh_)nolo Sh-
n=1
W przeciwnym wypadku szereg jest rozbiezny.
Liczbe S nazywamy suma szeregu Z a,, piszemy tez S = Z .
n=1 n=1
Uwaga: Symbol Z a, oznacza i szereg o wyrazach a,, i sume tego szeregu.
n=1
Przyktad 1. Zbadac z definicji zbiezno$¢ podanych szeregow.
> 1
a —
) nz::l n(n+1)
7 . . 1 1 1
auwazmy, ze ————— = — — :
v nn+1) n n+1
Dostajemy
“ 1 1 1 1 1 1
Sp = = =
DD R UO R W Rl vor IRl rrp ) ey sy
"1 1 1 1 11 1 1 1 1
GG )G G G ) G ) =
1 1
= — — —
1 n41ln=o
s 1
Tak wigc szereg jest zbiezny, a jego suma S = — =1
¢ g Y, a jeg T; MOy
b) > (=1)"
n=1
Mamy > (-1)"=-1+1-1+1-1+...
n=1
2n
Dla parzystej liczby skladnikéw mamy Ss, = > (—1)" =0,
2n—1 k=t
a dla nieparzystej — Sp,_1 = Z (—1)F = —1.
k=1
Granica nhnolo S, nie istnieje, wiec szereg Z(—l)” jest rozbiezny.
n=1
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Def. Szeregi Z an 1 Z b, sa réwne < a, = b, dla kazdego n € N.

n=1 n=1

Sumg szeregéow Z ay 1 Z b, nazywamy szereg Z(an +by).

n=1 n=1 n=1
Jezeli oba szeregi sy zbiezne i Y a, = A oraz » b, = B, to > (a, +b,) = A+ B.
n=1 n=1 n=1

Przyjmujemy ponadto: Z k-a,=Fk- Z a, dla dowolnej liczby k € R.

n=1 n=1

Tw. 1. (Warunek konieczny zbieznosci szeregu)

o0
Jezeli szereg Zl a, jest zbiezny, to nh—>nolo a, = 0.
n—=

(e}
Przyktad 2. Wykazaé, ze szereg Z 2" jest rozbiezny.

n=1

Dla danego szeregu wyraz a, = 2" i lim a, = +o©
b
n—oo

wiec nie jest spelniony warunek konieczny zbieznosci szeregu.

Na tej podstawie mozemy stwierdzié¢, ze szereg jest rozbiezny.

Warunki wystarczajace zbieznosci szeregéw o wyrazach nieujemnych

Uwaga 1. Jedli a,, > 0, to ciag sum czesciowych (.S,,) jest niemalejacy.

Zatem ciag sum (.S,) jest zbiezny < jest ograniczony.

Tw. 2. (kryterium caltkowe zbieznosci szeregéw liczbowych)
Niech m oznacza dowolng liczbe naturalng.

Jezeli funkcja f jest nierosnaca i nieujemna na przedziale [m, +00),

o +oo
to szereg liczbowy Y f(n) i calka /f(:v)d:c

n=m

sg jednoczes$nie zbiezne albo rozbiezne.

=1
Przyktad 3. Zbada¢, dla jakich a € R szereg E — Jjest zblezny, a dla jakich rozbiezny.
n=1 n

Na poczatku sprawdzimy warunek konieczny zbieznosci szeregu.

1
lim a, = lim — =0 jedynie dla o > 0.

n—oo n—oo N
Dla a« < 0 warunek konieczny nie jest spetniony, wiec wtedy szereg jest rozbiezny.
Spetnienie warunku koniecznego nie wystarczy, by stwierdzi¢ zbieznos¢ szeregu.

Nalezy wykorzysta¢ inne kryterium, by zbada¢ zbieznos¢ szeregu dla o > 0.

Wykorzystamy kryterium catkowe. Mozemy je zastosowaé dla funkcji f(z) = —,
x
bo ma ona wartosci dodatnie i jest malejaca dla x > 01 a > 0.
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oo

1
Badamy zbiezno$¢ catki / —dx.
ma

1, ‘Z,lfoc T o 1 Tlfoc 1 l 1
- o ngol_all—ngol_a—g dla a # 1 L dlaa> 1
/de:/x’“dx: =4 +oo dlaa<l1;
T
! ! lim Infz|| = lim m7 —In1 dlaa=1 too dlaa=1
T—o0 1 T—o0
> 1
Catka jest zbiezna jedynie dla o« > 1 i dla takich @ zbiezny jest szereg —.
n:17l
Dla pozostalych a zaréwno catka jak i szereg sa rozbiezne.
W szczegdlnoscei rozbiezny jest szereg Z —, zwany szeregiem harmonicznym.
n=1

o0 o0

Tw. 3. (kryterium poréwnawcze) Jezeli Z ay, oraz Z b,, sa szeregami o wyrazach nieujemnych,

n=1 n=1
oraz a, < b, dlan > ng, to

oo o

1. jezeli szereg Z a, jest rozbiezny, to rowniez szereg Z b, jest rozbiezny;
n=1 n=1
oo [e.e]

2. jezeli szereg Z b, jest zbiezny, to rowniez szereg Z a, jest zbiezny.
n=1 n=1

Przyktad 4. Zbadaé zbieznos¢ szeregow.
<1

n=1

1 1
Zauwazmy, ze 0 < a, = < =
n-2" 20

<1 X 1\n
a szereg Z on = Z (5) jest zbiezny jako szereg geometryczny o ilorazie ¢ = %
n=1 n=1

Korzystajac z kryterium poréwnawczego dostajemy, ze badany szereg jest zbiezny.

s 1
b -
) nz::l n - arctgn
. . .. s s
7 wtasnoéci funkcji arcus tangens mamy: 1= arctgl < arctgn < 5
4 1 1 1 2
Stad — = — > > — = —.
nmt n-y  n-arctgn o on-5 0 nw
. . , 1 2
[stotne jest oszacowanie wyrazéw szeregu z dotu a, = ——— > —.
n -arctgn = nmw
> 2 2 =1 . .
Szereg Z — = Z — jest rozbiezny (patrz przyklad 3).
—nm T oSn
. . , L 1 )
Korzystajac z kryterium poréwnawczego dla szeregdéw Z — i Z —,
=1 N - arctgn o nm
> 1
dostajemy, ze szereg ——  jest rozbiezny.

.—1 - arctgn
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oo

Tw. 4. (kryterium Cauchy’ego) Jezeli Z a, jest szeregiem o wyrazach nieujemnych i istnieje
n=1

granica lim {/a, =g (wlasciwa lub niewtasciwa), to

1. jezeli 0 < g < 1, to szereg Z a, jest zbiezny;

n=1

2. jezeli g > 1, to szereg Z a,, jest rozbiezny.

n=1
, o » o 3n+4n
Przyktad 5. Zbadac zbiezno$¢ szeregu Z T
n=1

Wyrazy szeregu sa nieujemne i mamy oszacowanie z gory
34 4" 44" 24" 24" d\n
_ =2-(5)"

an, < —

T AN+ Br S An4hr 4n b S 5n 5

> 4\n
Szereg Z 2. (5) jest zbiezny jako szereg geometryczny o ilorazie ¢ = %,
n=1

. . ) , . . =344 .

wiec korzystajac z kryterium porownawczego, dostajemy, ze szereg Z T tez jest zbiezny.
n=1

Mozemy wykorzystaé¢ kryterium Cauchy’ego. Badamy nhnolo ay,.

am im a, = lim \{ = 12 =-<1.

Y onts nmoo \ 45 T Tim 4+ 57 5
Zgodnie z kryterium Cauchy’ego szereg jest zbiezny.
Tw. 5. (kryterium d’Alemberta) Jezeli Z a, jest szeregiem o wyrazach dodatnich i istnieje
n=1

granica lim L = ¢ (wladciwa lub niewtasciwa), to

n—oo  q,,

1. jezeli 0 < g < 1, to szereg Z a, jest zbiezny;

n=1

2. jezeli g > 1, to szereg Z a, jest rozbiezny.

n=1

W obu twierdzeniach jesli ¢ = 1, to kryterium nie rozstrzyga o zbieznosci badanego szeregu.

n

a™ - n!

Przyktad 6. Zbada¢, dla jakich a > 0 szereg Z

n=1

— Jest zbiezny, a dla jakich rozbiezny.

Wykorzystamy kryterium d’Alemberta. Badamy lim ntl,

n—oo q,,

w n+1 ' n n+1 ' n
Mamgy @l — @re et (n+D! n" a" (n4+ 1D n B
I T T N TR

a(n + 1)n™ n o \n nt 1an L
:(n+1)(”+1)":a(n+1) :a( n ) :a(1+f) .

4
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Wiadomo, ze 71113&(1 + i)n =e, wiec
T (N A M (R

n—oo  q,, n—00 n n e

Zgodnie z kryterium d’Alemberta, gdy ¢ < 1, szereg jest zbiezny, czyli dla a € (0, e);
e

a
gdy — > 1, szereg jest rozbiezny, czyli dla a € (e, +00).
o rozbiezny

Oddzielnie spawdzimy przypadek dla a = e.

An1 €
Wted = .
Z wlasnosci ciggu o wyrazach (1 + %)" wiadomo, ze jest to ciag rosnacy, zbiezny do e,
. . An+1 € . . . ..
wiec ciag o wyrazach = T jest malejacy i zbiezny do 1.
Qp n n

W takim razie wszystkie wyrazy sg wicksze od 1.

an, )
Mamy il 1, stad a,y1 > a, dla kazdego n € N;
a

n
czyli ciag o dodatnich wyrazach a, jest rosnacy.
Whioskujemy, ze ciagg wyrazow a,, dla a = e jest ciggiem rosngcym o wyrazach dodatnich,
wiec nie moze by¢ zbiezny do 0,

a to oznacza, ze nie jest spetniony warunek konieczny zbieznosci szeregu.

oo en
Ostatecznie mamy, ze szereg Z

n=1

-nl

jest rozbiezny.

Tw. 6. (kryterium ilorazowe)

Jezeli dla szeregow Z a, oraz Z b, wyrazy a, > 01 b, > 0 dla wszystkich n > ng

a
oraz istnieje granica lim —— = k, gdzie 0 < k < +o0,

n—oo
oo oo
to szeregi Z y, 1 Z b, sa jednoczesnie zbiezne lub jednoczesnie rozbiezne.
n=1 n=1

> 9 3 -5 2 2
Przyktad 7. Zabadaé zbieznos¢ szeregu Z %
n® —Tn

n=1

Zastosujemy kryterium ilorazowe.

2n® — 5n* + 2
a, = ———— —— (wyrazy a,, > 0 dla n poczawszy od pewnego no,
n®—Tn+3
co wynika z wlasnosci wielomianéw o dodatnim wspdtezynniku przy najwyzszej potedze)
3 00
n
Niech b, = — = —. Wiadomo, ze szere — jest zbiezny.
5= g ; ol y
ap 2n3 — 5n? + 2
lim — = lim —+-n2:2.
n—oo b,  n—oo nd—Tn+43
Zachodzi warunek 0 < 2 < 400, wiegc z kryt. ilorazowego wynika, ze szereg Z a, tez jest zbiezny.
n=1
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Def. Szereg postaci »_(—1)"a,, lub Z 1H)"ta

n=1

gdzie a, > 0 dla n € N nazywamy szeregiem naprzemiennym.

Tw. 7. (kryterium Leibniza)

Jezeli (a,)nen jest ciagiem nierosnacym i lim a, = 0, to szereg > (=1)"a, jest zbiezny

n=1

(podobnie szereg > (—1)""a,).

n=1

Przyktad 8. Zbadac zbieznosé szeregdw.

) 1
Jest to szereg naprzemienny z a,, = —.
n

1
Ciag o wyrazch — jest malejacy i zbiezny do 0, wiec spetnione sa zatozenia kryterium Leibniza,
n

w takim razie dany szereg jest zbiezny.

. >, (—1)ntt
Podobnie zbiezny jest szereg Z .
n=1 n
i 1)n+1
1

Jest to szereg naprzemienny z a, = —.
n

1

Ciag o wyrazch —  jest malejacy i zbiezny do 0, wigc spelnione sg zalozenia kryterium Leibniza,
n

w takim razie dany szereg jest zbiezny.

(="

Podobnie zbiezny jest szereg Z

n’
O szeregu zbieznym Z a, moéwimy, ze jest zbiezny bezwzglednie, jesli zbiezny jest szereg Z |an|.
n=1 n=1

oo [e.9]
Jedli szereg Y a, jest zbiezny, a szereg Y |a,| jest rozbiezny,

n=1 n=1
[e.e]
to méwimy, ze szereg Z a, jest zbiezny warunkowo.
n=1

Przyktad 9. Zbada¢ bezwzgledng i warunkowsa zbieznos¢ szeregdéw z przyktadu 8.

Sprawdzono juZ ze jest to szereg zbiezny.

1)”“

n=1
n

3\»—

Mamy Z‘

n=1

- Z
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Wiemy, zZe ten szereg jest rozbiezny (patrz przyklad 3. szereg harmoniczny).

Ostatecznie badany szereg nie jest zbiezny bezwzglednie, jest zbiezny warunkowo.

1)n+1

W S

Sprawdzono juz, ze jest to szereg zbiezny.
1)n+1

Aby stwierdzi¢, czy jest on zbiezny bezwzglednie, nalezy sprawdzié, czy zbiezny jest szereg Z’

n=1
n+1

Mamy Z‘ ‘ = —

Wiemy, Ze ten szereg Jest zblezny (patrz przyktad 3. (a =7 > 1)).

Ostatecznie badany szereg jest zbiezny bezwzglednie.

o0 oo
Tw. 8. Jezeli szereg Y _ |a,| jest zbiezny, to szereg > a,, tez jest zbiezny.

n=1 n=1
Lo, >, sinn?
Przyktad 10. Zbadac zbieznosé szeregu Z 5
n=1 n

2

Badany szereg ma wyrazy i dodatnie i ujemne, gdyz wyrazenie sinn” moze przyjmowaé wartosci

dodatnie lub ujemne.

sin n2 ’

Zbadamy bezwzgledng zbieznos¢ szeregu, czyli zbieznosé szeregu Z‘

. , sinn? 1
Mamy oszacowanie dla wyrazéw szeregu 0 < ‘72‘ < =
n n
. ) , sinn 1
Korzystamy z kryterium porownawczego dla szeregow Z‘ 5 ‘ i Z —-
n n
n=1 n=1

> 1
Wiemy, Ze ten szereg Z — jest zbiezny (patrz przykltad 3. (a =2 > 1)),
—n

sin n?
wiec na mocy kryterium poréwnawczego zbiezny jest rowniez szereg Z‘ ‘

sin Tl

Oznacza to, ze szereg Z jest zbiezny bezwzglednie.
n=1

Nie musimy juz sprawdzaé¢ zbieznosci tego szeregu, bo zgodnie z twierdzeniem 8. jego zbieznosé

wynika ze zbieznosci bezwzgledne;j.



