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Calki krzywoliniowe — wiadomosci wstepne

Fuk na ptaszezyznie to zbiér punktéw (x,y) o wspotrzednych = = x(t), y = y(t), gdzie (z(t), y(t)

sa funkcjami ciaglymi okreslonymi na przedziale [«, 5] bez punktéw wielokrotnych.

Uklad: = = z(t),y = y(t),t € [, B] — parametryzacja tuku.

Punkty: A = (z(a),y()) 1 B = (z(5),y(5)) — konce tuku.

buk jest otwarty, jesli A # B.

Lk jest zamkniety (jest krzywa zamknieta, krzywa Jordana), jesli A = B.

Przyktad 1. Prawa potowa okregu z2 + y* = 4 ma przyktadows parametryzacje:
x(t) = 2cost, y(t) = 2sint, t € [—
Jest to tuk otwarty o koncach A = (0,—-2), B = (0, 2).

Luk gladki - tuk, dla ktérego pochodne 2'(t), y/(t) sa ciagle na [a, 3] oraz nie sa w zadnym

punkcie tego przedziatu jednoczesnie réwne zero.
W uproszczeniu tuk gtadki, to krzywa, ktora w szczegélnosci nie ma ”zagiec”.

YLuk kawatkami gtadki — sktada si¢ z segmentow, ktore sg tukami gltadkimi.

Lukowi mozna nada¢ kierunek od A do B (ozn. AB) lub odwrotny (BA).
buk, ktéremu nadano kierunek, nazywamy tukiem skierowanym.
Parametryzacja i kierunek tuku sa zgodne, jesli kierunek huku jest zgodny z kierunkiem wzrostu

parametru t. W przeciwnym wypadku parametryzacja jest niezgodna z kierunkiem tuku.

Przykilad 2. Jesli tukowi z przyktadu 1. nadamy kierunek od A do B, to podana parametryzacja
jest zgodna z kierunkiem tuku. Jesli tukowi nadamy kierunek od B do A, to parametryzacja bedzie

niezgodna z kierunkiem tuku.

Uwaga 1. Jezeli parametryzacja tuku x = z(t),y = y(t),t € [«, (]
jest niezgodna z nadanym mu kierunkiem, to parametryzacja

T =uxz(—t),g =y(—t),t € |-, —a] bedzie z tym kierunkiem zgodna.

Przyktad 3. Jesli tukowi z przyktadu 1. nadamy kierunek od B do A to parametryzacja tego

tuku zgodng z jego kierunkiem bedzie np. x(t) = 2cost, y(t) = —2sint, t € [-F, 7).
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Obszar w R? nazywamy obszarem jednospéjnym, jezeli nalezy do niego wnetrze kazdej zawartej

w nim krzywej Jordana. Warunek ten oznacza, ze obszar jest "bez dziur”.

Niech D — obszar regularny i jednospéjny, ograniczony krzywa Jordana K. Jedli kierunek krzy-
wej jest okreslony tak, ze poruszajac sic po K, obszar D jest po lewej stronie, to krzywa K jest
skierowana dodatnio wzgledem swego wnetrza. W przeciwnym razie jest skierowana ujemnie

wzgledem swego wnetrza.

Calka krzywoliniowa skierowana w R?
Niech AB — tuk skierowany o parametryzacji = = z(t),y = y(t), ¢ € |, 8] zgodnej z jego kierun-

kiem oraz [P(z,y); Q(z,y)] — para uporzadkowana funkcji okreslonych na tym tuku.

Para funkcji [P(z,y); Q(z,y)] to inaczej pole wektorowe.
Kazdemu punktowi tuku zostaje przyporzadkowany 2-wymiarowy wektor R = [P, Q)].
W uproszczeniu mozemy sobie wyobrazaé, ze w kazdym punkcie krzywej (fuku 1@) mamy

H
zaczepiony wektor R (w kazdym punkcie moze by¢ inny wektor).

Catka krzywoliniowa bedzie okreslona dla pary obiektow:

huk skierowany ABi pole wektorowe I—ﬂf = [P, Q] okreslone na tym tuku.
Konstrukcja catki skierowanej

Niech n € N — ustalona liczba naturalna. Dzielimy przedzial [«, 5] na n czesci punktami
a=tg<ti <tr<...<th,_1<t,=0.

Odpowiadaja im punkty na tuku: Ay, Ay, ..., A,, gdzie Ax = (z(tx), y(tx))-

W przedziatach [tx_1,tx] wybieramy punkty 7 dla kolejnych k € {1,...,n}.

W kazdym punkcie (x(Tk), y(Tk)) mamy wektor pola R ozn. m = [P (x(Tk), y(m)) ,Q (x(Tk), y(m))]

Tworzymy sume catkowa S,, iloczynéw skalarnych R(7x) o Ag_1Ag

Sy = z(P(m),y(m) (2(te) = 2(ten)) + Q(2(m) () - (y(t) — y(tk_n))
k=1
Fakt. Iloczyn skalarny wektoréw o = (2., 1,) i U = (z,,3,) oblicza sie nastepujaco:

—  —
UO UV =Xy Tyt Yy Yy

[loczyn skalarny wektoréow prostopadtych jest réwny 0.
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Def.1. Jezeli dla kazdego normalnego ciagu podzialéw przedziatu [a, 3] istnieje ta sama granica
wlasciwa nll_{rolo S, — niezalezna od sposobéw podziatu przedziatu i wyboru punktéw 7y,
to wartosé¢ tej granicy nazywamy catkq krzywoliniowa skierowang (zorientowang) pary

funkeji [P(z,y); Q(x,y)] po tuku AB i oznaczamy

/P(:v,y)dx + Q(z, y)dy
AB

ozn 7 1 o .
Przy oznaczeniach [P(xz,y); Q(x,y)] = R(z,y) oraz [dz,dy| =" dl mamy skrécony zapis:

.
[P y)de + Q. y)dy = [Riw.y) o d
AB AB

Uwaga 2. Wlasnosci calki

s —_—
L. /R(ZL", y)odl =— /R(x, y)o dl, (zmiana kierunku tuku powoduje zmiane znaku caltki)
AB BA

2. /k: Rz, y)odl = k- /nyodl keR,

AB AB
3. /(Rl(x,y)—l—RQ(x,y)) ?:/Rlxy odl+/R2 odl
AB AB AB

Uwaga 3. Jezeli R(x,y) jest wektorem sity o zmiennych wspéhrzednych wzdtuz tuku AB, to calka
—_— - — _

/R(x, y) o dl przedstawia prace sity R wzdtuz tuku AB.

AB

Jezeli catke krzywoliniowg obliczamy po tuku zamknietym K, to zamiast symbolu / uzywamy

—

AB
symbolu jl{ (zaznaczajac ew. strzatka na koteczku skierowanie krzywej.
K

Na podstawie definicji i podanych wyzej faktéw nie jesteSmy w wiekszosci przypadkoéw w stanie
stwierdzi¢, czy dana caltka krzywoliniowa istnieje, ani podaé jej wartosci. Do tego celu bardzo

przydatne bedzie ponizsze twierdzenie.

Tw.1l. O zamianie calki krzywoliniowej skierowanej na catke oznaczong

Jezeli funkcje P(x,y) 1 Q(z,y) sa ciagte na tuku gltadkim AB o parametryzacji
r=1x(t),y = y(t),t € [a, 5] zgodnej z kierunkiem tego tuku, to

/P 2, y)de + Oz, y)dy = i( ) 2/() + Q(a(t), (1)) -y’(t))dt.

AB
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Uwaga 4. Wartos¢ calki krzywoliniowej skierowanej zalezy (na ogot) od ksztaltu drogi catkowania.

Przyktad 4. Obliczy¢ caltke krzywoliniows skierowang / 2zydx + ydy po tuku AB.

AB
1. AB — éwieré huku okregu 22 + 3> =1 od A= (1,0) do B = (0,1).
Parametryzacja tuku: w(t) = cost, y(t) =sint, t € [0, 7] (zgodna z kierunkiem tuku)

Obliczamy a'(t) = —sint, y'(t) = cost i korzystamy z tw. 1.

/Qxydx +ydy = /<2cost -sint - (—sint) +sint - cost)dt =

B 0
2 1
= /(—2 sint cost + 5 sin2t)dt =  (podstawienie u = sint, du = costdt)
0
1 1} 2 1 2 1 1
— u —
= [ —2u%d f/'2tdt s =S o= 2
J u u—|—2031n ‘—l— 1 €08 ) 3—|—2 5

2. AB — odcinek od A = (1,0) do B = (0,1).

Odcinek jest fragmentem prostej y =1 — x.

Parametryzacja tuku: z(t) =t¢, y(t)=1—t, t€[0;1] (niezgodna z kierunkiem tuku)
Obliczamy 2'(t) =1, y'(t) = —1 i korzystamy z tw. 1.

Przed caltka bedzie znak —, bo parametryzacja niezgodna z kierunkiem tuku.

/Qxyda: +ydy = — /(2t(1 — ) L4 (L= t) - (1))dt =
1@ 0

1
—O/(3t—2t2—1)dt:—(3;2—2§3—t)‘1 —(3 2 1) !

Uwaga 5. Jezeli krzywa K = Z K; jest sumg tukow gtadkich, to catke skierowana pary funkcji
[P(z,y); Q(z,y)] po tuku K okreslamy jako

/nydx+Qxy :;(/P(x,y)dx—i-Q(x,y)dy).

K;
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Uwaga 6. Twierdzenie o zamianie calki krzywoliniowej na catke oznaczona

pozostaje prawdziwe dla krzywych zamknietych.

Przyktad 5. Obliczy¢ catke %ydm — xdy po brzegu gornej potowy kota (z —1)2 + (y —1)2 < 1
K

zorientowanym dodatnio wzgledem wnetrza.

y ™

Obliczymy catke po tuku zamknietym K, ktory jest suma dwoch tukéw gradkich:
K, — gérna polowa okregu od punktu A = (2,1) do B =(0,1)
K5 — odcinek od B = (0,1) do A =(2,1).
Wykorzystamy Uwage 5. ]{ydx —xdy = /ydx — xdy + /yda: — xdy.
K K K

Parametryzacja Ki: x(t) = 1+ cost, y(t) =1 +sint, t € [0,7], (zgodna z kierunkiem tuku)
2'(t) = —sint, y/(t) = cost

™

/ydx —xdy = /((1 +sint)(—sint) — (1 + cost) cost)dt =

K1 0

= /(— sint — sin®t — cost — cos? t)dt = /(—1 —sint — cost)dt = (—t + cost — Sint)’;r =—1—2
0 0
Parametryzacja Ky: x(t) =t, y(t) =1, t € [0;2] (zgodna z kierunkiem tuku)
2 2

Z(t)=1, y'(t) =0 /ydx—xdy:/(l-l—t-O)dt:/dt:2
Ko 0 0

Ostatecznie j{ydx —xdy=-nm—-2+42=—m.
K
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Tw.2. (Greena) Jezeli D jest obszarem regularnym, K jest brzegiem tego obszaru, skierowanym

dodatnio wzgledem wnetrza, a funkcje P(z,y) i Q(z,y) sa klasy C' w tym obszarze, to prawdziwy

%Pmydm—k@xy //(0@_55) dzdy.

jest wzor

Przyktad 6. Obliczy¢ catke 7{ ydx + 2xdy, gdzie K jest dodatnio skierowanym brzegiem kwa-

K
dratu D o wierzchotkach (0,0), (1,0), (1,1), (0,1).

Spetnione sa zatozenia Tw. Greena: krzywa K jest brzegiem obszaru regularnego,

funkcje P(z,y) =y oraz Q(x,y) = 2z sa klasy C' w tym obszarze (bo sa wielomianami),

oQ 0P
wiec prawdziwa bedzie teza: ]{P z,y)dr + Q(z,y)dy = //< — ay)alavaly
8@ oP
S
Ay
0Q 0P B B B
//( - y)dxdy = 4/(2 — 1)dzdy = é dxdy =1 (pole kwadratu)

Przyktad 7. Obliczy¢ catke f(2x3 — 11y)dx + (42 +siny)dy, gdzie K jest okregiem z +y? = 3
K
dodatnio skierowanym wzgledem wnetrza.

Wykorzystamy tw. Greena (zalozenia sa spelnione).

P(x,y) = 22® — 11y oraz Q(z,y) = 4z + siny
aQ opP
=4, —

dy

//(aQ - ap)*’““dy = // —11))dady —/ 15dady =

=15 // dxdy = 15 - (pole kola) = 15 - 3w = 457

=11

Obliczenie tej catki poprzez zamiane na catke oznaczona byltoby bardziej pracochtonne.

Przyktad 8. Sprawdzi¢ teze Tw. Greena dla catki z przyktadu 5.

0oQ oFP

Nalezy sprawdzi¢ réwnosé %P z,y)dr + Q(z,y)dy = //( - 3y)d zdy.

Wiemy, ze ]{ydx —xdy = —

K
Obliczymy catke z prawej strony réwnosci.

90 oP
P(x,y)—yoraz Q([E,y)——l’, 67__]-7 aiy_l
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//(gf—%;))d:cdy://(—l—l)dxdy: ~2 [[ dudy = —2- D] = _2.;7T:_7T_
D D

D
(D] = 7 - pole polowy kota o promieniu 1)

Uzyskany wynik jest identyczny, jak dla catki krzywoliniowe;.

Nalezato si¢ tego spodziewac, bo zatozenia Tw. Greena sg spetnione, wiec teza musi by¢ prawdziwa.

0 oP
Uwaga 7. W przypadku, gdy ('3Q i v 1 oraz zalozenia Tw. Greena sg spetnione otrzymamy
T Y
%P(x, y)dx + Q(z,y)dy = // ldxdy = |D| — pole obszaru D.
K D

Mozemy wiec wykorzysta¢ catke krzywoliniows skierowang do obliczenia pola obszaru

ograniczonego krzywa.

Uwaga 8. Pole obszaru D ograniczonego zamknietag kawalkami gladka krzywa K mozna wyrazié

miedzy innymi wzorami

Przyktad 9. Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego asteroidg o parametryzacji:

z(t) = acos®t, y(t) = asin®t, t € [0,27], a € R, — ustalona liczba.

A Y
asteroida
xz«’swzxs:a 2/3 /--' a
\
- N ~ a X
i i =9 [ -
~— — 1 5
T -
\\\ =
L
L /
\
1

Wykorzystamy wzoér |D| = %(xdy —ydx) 1zamiane calki skierowanej na catke oznaczona.
K

2
2'(t) = 3acos’t(—sint), y'(t) = 3asin’tcost
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2

— 1
|D| = 3 /(acos3t -3asin®tcost — asin®t - 3a cos® t(— sint))dt =
0
2m

2w
1
=— / 3a*(cos* tsin® t 4 sin* t cos? t)dt = 5 /3&2 cos® t sin? t(cos® t + sin®t)dt =
0 0

2 %1 2 27 o 2T
3 1 3
=3 [eosrsint vt = 2 [ L(zcostsineytar = 22 [(sin2nan =
0 0 )
21 o
= g 0/2(1 — cos4t)dt = T(IG J (1 — cos4t)dt = Ta(;(t - Zsin4t)’0 = % O — éazw.

Tw. 3. Jezeli funkcje P(x,y) i Q(x,y) sa klasy C' na obszarze jednospdjnym D, to nastepujace

warunki sg rownowazne:

0Q P

1. 5 = B

2. ]{P(l‘, y)dr + Q(z,y)dy = 0 dla kazdej krzywej Jordana K
K

kawatkami gtadkiej lezacej w obszarze D

3. wartosé /P(x, y)dr + Q(z,y)dy nie zalezy od wyboru drogi catkowania

AB
taczacej A z B zawartej w obszarze D
oU oUu
4. istnieje funkcja U(z,y) (potencjal) taka, ze T = P(z,y), — = Q(x,y).
T Y
Dla A, B € D zachodzi réwnos¢ /P(a:,y)dx + Q(z,y)dy =U(B) —U(A),
AB
gdzie U(x,y) jest dowolnym potencjatem.

Uwaga 9. Potencjal mozna obliczy¢ z nastepujacego wzoru:
T Yy
Ula,y) = [ Plt.)dt+ [ Qao,t)dt +C,
Zo Yo

gdzie (xg,90) € D, C — dowolna stala.

Przyktad 10. Wykazac niezaleznosé¢ catki od drogi catkowania i obliczy¢

/(By sin 3z + cos x)dx + (2y — cos 3x)dy
AB
po dowolnym tuku taczacym punkty A = (—=%,—-1) i B =(3,1).

Korzystamy z tw. 3.
P(x,y) = 3ysin3x +cosz, Q(z,y) =2y —cos3r — sa to funkcje klasy C' na R?,

jako ztozenie wielomianow i funkcji sinus oraz cosinus.
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oP

0
— = 3sin3x oQ = 3sin3x  pochodne réwne, wigc spelniony warunek 1.

oy " Oz

Jest on réwnowazny niezaleznosci catki od drogi catkowania.

Obliczenie calki:

Sposob 1.

Wybieramy tuk tgczacy punkty A i B tak, aby tatwo sie catkowato:

AB — suma dwoch odcinkéw: AC — poziomy w prawo, CB — pionowy w gore, gdzie C = (%, —1).
/P@wﬂx+Q@wﬂy=/P@wmm+%wayﬂy+/P@wMI+Q@wMy

AB AC CB

Catka po poziomym odcinku AC":

Parametryzacja: x(t) =t, y(t) = -1, te[-¢, 3], 2/(t)=1, y'() =0

Poniewaz y/(t) = 0, dla calki po odcinku poziomym bedzie:

/P(x, y)dr + Q(z,y)dy = /P(a:, y)dx = /(3y sin 3x + cos x)dx =

AC AC AC
(zamiana na catke oznaczona)
%

wl

= / —3sin 3t + cost)dt = (cos 3t +sint)|”

= cosT — cos(—5) +sin g —sin(—F) =

@\:t
@

1434l

Catka po pionowym odcinku CB:

Parametryzacja: x(t) = 3, y(t) =t, te€[-1, 1], 2/(t)=0, y'(t)=1
Poniewaz 2/(t) = 0, dla catki po odcinku pionowym bedzie:
[P@y)ds +Qr.y)dy = [Qlay)dy = [(2y — cos3a)dy =
CB CB CB
zamiana na catke oznaczona)

(
1

:/ (2t—cos7r)dt:(t2+t)‘11:O+2:2
—1 -

Ostatecznie

3—1 3+3
/(Sy sin 3z + cos x)dz + (2y — cos 3z)dy = \/_2 + 2= \/—;_ ,
AB
Sposob 2.

Wykorzystamy potencjat (z warunku 4. z Tw. 3).

ou

Istnieje funkcja U(x,y) (potencjal) taka, ze gU = P(z,y), — = Q(z,y).
T

Zachodzi réwnosé /P(x, y)dx + Q(z,y)dy = U(B) — U(A),
AB
gdzie U(x,y) jest dowolnym potencjatem.
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Potencjal wyznaczymy z warunkow:

(I) aUéa:,y) = P(z,y) = 3ysin3x + cos z,
x
(11) 8Uéx,y) = Q(z,y) = 2y — cos 3x.
Yy

7 warunku (I) dostaniemy U(x,y) = —ycos3x + sinz + f(y),

dla tak otrzymanej funkcji obliczamy

ou

éz’ v) = —cos3z + f'(y)

i wstawiamy do warunku (II):  —cos3z + f/(y) = 2y — cos 3z.
Stad  f'(y) = 2,

wiec  f(y) =y*+C, gdze C jest dowolng stala rzeczywista.

Otrzymali$émy potencjal U(x,y) = —ycos3z +sinz + y* + C.

Obliczamy wartos¢ calki

[P,y + QU y)dy = U(B) = U(4) = U(5.,1) = U(-

AB

™
— —]_ =
6’ )

3 3
= —cosm+sin F4+1°+C —(cos T+sin(—%)+(-1)°+C) = 1+§+1+C’—0+%—1—C: \é_ 5

Sposob 3.

Potencjatl obliczymy ze wzoru z uwagi 9.

x Yy
Ule,y) = [ Plty)dt+ [ Qo t)dt +C,

gdzie (xg,99) € D, C — dowolna stala.

Ustalmy x¢9 =0, yo=0. Wtedy

T Y T Y
Ulx,y) = /P(t, y)dt + /Q(O, t)dt +C = /(3y sin 3t + cost)dt + /(215 —cos(3-0))dt+ C =
0 0 0 0

x

0+(t2—t)

= —ycos3z+sine +y+y>—y+C =—ycos3z +sinz + y* + C.

= (—ycos 3t+sint)

v
+C = (—y cos 3r+sin ) — (—y cos 0+sin 0)+(y* —y) — (02 —~0)+C =
0

Dalej obliczenia jak dla sposobu 2.

10
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Catka krzywoliniowa nieskierowana

Niech L — tuk otwarty zwykly gladki o parametryzacji © = z(t),y = y(t),t € [a, ().

Dtugos¢ tuku L okreslona jest wzorem

B
L= [V OF + [y P

Fukowi L nie nadaje si¢ zadnego kierunku.

Zakladamy, ze na tuku L okreslona jest funkcja f(x,y).

Kazdemu punktowi (z, y) nalezacemu do tuku zostaje przyporzadkowana liczba rzeczywista f(z,y).
Wykresem funkeji f bedzie zbiér punktéw przestrzeni R? o wspolrzednych (z,y, f(z,y)), gdzie
(x,y) € L. Mozemy sobie wyobrazi¢, ze nad kazdym punktem krzywej (fuku L) mamy punkt
o wspolrzednych (z,y, f(z,y)). W przypadku ciaglej funkcji f > 0, zbiér punktéw wykresu

(x,y, f(z,y)) tworzy krzywa w przestrzeni ”lewitujaca” nad krzywa L lezaca na ptaszczyznie z = 0.

Konstrukcja calki nieskierowanej

Calka krzywoliniowa nieskierowana bedzie okreslona dla pary obiektow:

tuk nieskierowany L i funkcja f.

Przedzial [a, 8] dzielimy na n podprzedziatéw punktami

a=tg<ti <tr<...<t,_1<t,=0.

Odpowiadaja im punkty na tuku: Ay, Ay, ..., A,, gdzie Ap = (z(tx), y(tx))
i odcinki A;,_; Ay o dlugosciach |A;_1 Ay| = Aly,.

W przedziatach [ty_1,tx] wybieramy punkty 73 i tworzymy sume

&zgﬂWMwmwA%

W przypadku funkcji f o wartosciach dodatnich, suma 5,, to suma pol prostokatow
o wymiarach |Ay_1 Ag| X f((x(7%),y(Tk))-
Te sume mozemy sobie wyobrazi¢ jako pole " ptotka” postawionego wzdtuz krzywej L sktadajacego

sie z pionowych prostokatnych desek o wysokosciach odpowiadajacych wartosciom funkcji f.

Zwigkszajac n, zwickszamy liczbe deseczek i odpowiednio zmniejszamy ich szerokosé.

Def. 2. Jezeli dla kazdego normalnego ciagu podzialéw przedziatu [« 5] istnieje ta sama granica

wtasciwa lim S, — niezalezna od sposobéw podziatu przedziatu i wyboru punktéw 7y,

n—oo

to wartosé tej granicy nazywamy catkq krzywoliniowa nieskierowang funkcji f(x,y)

po tuku L i oznaczamy /f(a:, y)dl.
L

11
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Interpretacja geometrycza

Jezeli f jest funkcja ciagta i f(x,y) > 0 dla (x,y) € L, to wartos¢ calki /f(:c,y)dl okresla pole
L

pionowej powierzchni zawartej miedzy dwiema krzywymi w przestrzeni R3:

L na ptaszczyznie z = 0 1 wykresem funkcji f.

- wykres funkcji f
—

y

|
W7/
B 1] 1]77]]/

gAY/

fuk L ]
0 = N

L7007

=

Uwaga 10: W przypadku, gdy f(z,y) = 1 wartosé¢ catki /dl jest réwna dtugosci
L

krzywej L, jako pole obszaru o wymiarach 1x(dlugosé krzywej).

Tw. 4. O zamianie calki krzywoliniowej nieskierowanej na catke oznaczong
Jezeli funkcja f(z,y) jest ciagta na otwartym tuku gladkim o parametryzacji

r=ux(t),y =y(t),t € [a, 5], to zachodzi réwnos¢

B
[t = [ £, uo) -l OF + [y (OFd.

Uwaga 11. Twierdzenie powyzsze pozostaje prawdziwe dla catek po krzywych zamknigtych.

Przyktad 11. Obliczy¢ catke /(:U +y)dl, gdzie L jest gérna polowa okregu 2%+ y* = a2, a > 0.
L

Parametryzacja tuku L:
z(t) = acost, y(t)=asint, t€[0,n|, 2/(t) = —asint, y'(t) = acost.
Stosujemy tw. 4.

12
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/x—i—y / a cos t+asin t)-\/[—a sint]? 4 [a cost]?dt = / a cos t+asin t)~\/a2 sint + a2 cos? tdt =
0 0
@2/ (cost +sint)dt = a*(sint — cost)| = 2a”

J 0

Zauwazmy, ze /(x +y)dl = /xdl + /ydl.
L L

/xdl = /acost : \/a2 sint + a2 cos? tdt = a” /costdt = 0.
L 0 0

To, ze warto$¢ powyzszej catki jest rowna 0, mozna byto przewidziec,

wiedzac, ze catkujemy funkcje x po krzywej symetrycznej wzgledem osi OY.

Dostajemy przy okazji /ydl = 2a°.

Przyktad 12. Wyznaczy¢ $rodek masy jednorodnego tuku L - jak w przyktadzie 11.

Przyjmijmy, ze gestos¢ liniowa tuku ma stalg wartosé c.

Wspéhrzedne $rodka masy (2, Ym) obliczymy ze wzoréw:
Jexdl Jeydl

L L
Qjm: s ym:

, gdzie masa m = [cdl.
L

cdl = c/dl = c/ \/a2sin2t+ a®cos? tdt = ac/dt = acr.
L 0 0
Korzystamy z obliczen z przyktadu 11.

/cxdl:c/xdl:() /cydlzc/ydlzc-ZaQ.
L L L

L
' uLfcxdl Lfcydl %2 %
Dostajemy x,, ==*—— =0, vy, = =—=—r
m

2
—a.
m acm T 3

Zauwazmy, ze wyznaczony srodek masy lezy na osi symetrii tuku L, ale nie nalezy do tego tuku.

Przyktad 13. Obliczanie dtugosci krzywych.

Znajac parametryzacj@ krzywej L:  x = z(t),y = y(t),t € [a, ] mozemy jej dlugosé wyznaczy¢

jako calke l—/\/ '(t)]2dt.

W szezegblnym przypadku, gdy krzywa L jest wykresem funkcji np. y = f(x), z € [a, b,
to przyjmujac naturalna parametryzacje: z(t) =t,y(t) = f(t),t € [a,b] dostaniemy

b
| = / 1+ [0t

Wzor wyglada prosto, ale w wielu przypadkach obliczanie catki jest ktopotliwe.

13
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Na przyktad, aby obliczy¢ dtugosé fragmentu sinusoidy, czyli wykresu funkcji f(z) = sinz,
b

dla & € [a,b], nalezy obliczyé / VI cos? Ldt.

Jest to catka nieelementarna, nie ma wzoru na funkcje pierwotna, mozna jg obliczy¢ numerycznie

dla konkretnych a, b.

2 2
Gdybysmy cheieli obliczyé obwdd elipsy 5 + %2 — 1,
a

nalezatoby wykorzysta¢ parametryzacje:

z(t) = acost, y(t) =bsint, t € [0,2n], 2'(t) = —asint, y'(t) = bcost

2m
i obliczy¢ catke / \/ a?sin®t + b2 cos? tdt.
0

Jest to catka eliptyczna, réwniez nie ma wzoru na funkcje pierwotna,

mozna obliczy¢ numerycznie jej przyblizong wartosc.
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