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Calka podwdjna

Niech D= [a;b]x[c; d] — ograniczony prostokat o bokach réwnolegtych do osi ukladu wspoétrzednych,
n — liczba naturalna.

Prostokat D dzielimy na n prostokatéw Dy, Do, ..., D, o roztacznych wnetrzach

i polach |D1|,|Dsl,...,|D,|. Postepujemy tak dla kazdego n € N, otrzymujac ciagg podziatéw prosto-
kata D. Rozpatrujemy tylko normalne ciggi podzialéw tzn. takie, w ktérych wraz ze wzrostem n

dhugosci przekatnych tworzonych prostokatéw daza do zera.

Niech f - funkcja dwoch zmiennych, ograniczona na D.

Dla ustalonego podziatu Dy, ..., D, wybieramy po jednym punkcie A, z kazdego prostokata Dj.
Tworzymy sume catkowsq S, funkcji f odpowiadajaca temu wyborowi punktow:

o= f(A) - |Dil.

k=1

Suma calkowa = suma objetosci prostopadioscian dw

Wysokosé prostopadioscianu = (A, )

‘“ A, jest punktem z prostokata D

Uwaga 1. Dla funkcji f przyjmujacej tylko wartosci nieujemne, S,, jest suma objetosci
prostopadlogcianéw o podstawach Dy, Dy, ..., D, i wysokosciach f(Ay),..., f(Ay).
Wartosé S, jest wiec przyblizeniem objetosci bryty ograniczonej od dotu ptaszczyzng z = 0,

od géry wykresem funkeji z = f(x,y) i plaszezyznami ¢ = a, x = b,y = ¢, y = d.
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Def. 1. Jezeli dla kazdego normalnego ciggu podziatéw prostokata D istnieje ta sama
granica wlasciwa nh—>I£10 S,, — niezalezna od sposobéw podziatu D i wyboru punktéw Ay € Dy,

to wartoéé tej granicy nazywamy calka podwdjng funkcji f po prostokacie D i oznaczamy

//f(l’,y)dxdy lub //f(x’y)dg_ (1)

Jezeli catka // f(x,y)do istnieje, to méwimy, ze funkcja f jest calkowalna na prostokacie D.
D

Interpretacja geometryczna

Jezeli funkcja f jest nieujemna i ciagta w prostokacie D, to wartosé // f(z,y)do jest réwna objetosci

D
bryly ograniczonej od dotu plaszczyzna z = 0, a od géry (powierzchnia) wykresem funkcji

z = f(z,y) i plaszczyznami x = a, z =b, y =c¢, y =d.

Wtiasnoéci catki podwdjnej na prostokacie D= [a; b]x[c; d]

Tw. 1. Jezeli funkcja f jest ograniczona i ciggla w prostokacie D z wyjatkiem, by¢ moze skoficzone;

liczby krzywych bedacych wykresami funkeji jednej zmiennej, to funkcja f jest catkowalna w D.

1. Jezeli funkcja f jest catkowalna w prostokacie D, to dla dowolnej statej o € R

[ o f@pde =a- [ flwydo

D

2. Jezeli funkcje f i g sa catkowalne na D, to

//(f(x,y)+g(x,y))da:// f($,y)da+// g(x,y)do

2
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3. Jezeli D jest sumg dwdch prostokatéw Dy i Dy o roztgcznych wnetrzach, zas f jest catkowalna

na D, to jest calkowalna na kazdym z tych prostokatéw i

// f(a:,y)do:// f(x,y)da—i—// Fla,y)do

Tw. 2. (O zamianie calki podwdjnej na caltke iterowang)

Jezeli funkcja f(x,y) jest ciagla na D= [a;b]x[c; d], to

//f(m,y)dxdy = /b(/d f(x,y)dy)dx = /d</bf(x,y)dx>dy (2)

Przyktad 1. Obliczy¢ catke podwdjng //(xy + y*)dxdy po prostokacie D = [0, 3] x [~1,1].

D
3 1 1
[l v (o s o= (el [ G-
D -1 0 -1 -1
9y2 y31 9 9
22+33,1 4 4 (=1)

Uwaga 2: Jedli f(z,y) = g(x)-h(y), to catke podwojna funkeji f(z,y) po prostokacie D= [a; bx[c; d]

mozna obliczy¢ jako iloczyn odpowiednich catek pojedynczych.

[ 1@ y)daay - /b g(a)dz /d h(y)dy

Def. 2. Obszarem normalnym wzgledem osi 0X nazywamy obszar domkniety

D {(l’ y) b fl( ) = < fZ(x)7 Cl,b S R? f17f2 - Cl%gle w [a; b]}

| Obszar normalny wzgledem osi OX |

xe [ab]  f,(x)= y= fyix)

y=i,(x)
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Def. 3. Obszarem normalnym wzgledem osi 0Y nazywamy obszar domkniety

E: {(%y) e < Yy < d7 gl(y) < x < gQ(:U)» Cvd € Ra 91,92 — Cl@gle w [C, d]}

| Obszar normalny wzgledem osi OY

yeled]
- 9,0)< x < g,fy)
X=g,(¥)
x=g,(y)

Def. 4. Obszarem regularnym nazywamy taki obszar domkniety, ktory jest

suma skonczonej liczby obszaré6w normalnych nie majacych wspélnych punktéw wewnetrznych.

Tw. 3. Jezeli funkcja f jest ciagta w obszarze normalnym

D={(z,y):a<x <, fi(z)<y< folx), a,b € R, fi, fo — ciagle w [a;b]},
b fa(x)

to jest catkowalna w tym obszarze i //f(:v, y)dzdy = /( /f(:c,y)dy) dx.
D a  fi(z)

Tw. 4. Jezeli funkcja f jest ciagta w obszarze normalnym

ﬁ: {($7y) - C < Yy < d7 gl(y) < € < g?(y)7 Cvd € Ra 91,92 — Cl@gle w [Cﬂ d]}a
d 920y

)
to jest catkowalna w tym obszarze i //f(x,y)dwdy = /( /f(x,y)dw) dy.
D )

¢ g1y

Przyktad 2. Obliczy¢ catke //sin(m—l—y)dmdy po tréjkacie D = {(z,y): >0, y >0, z+y < 7}.
D

Tréjkat D jest obszarem normalnym wzgledem osi OX oraz wzgledem osi OY.
Do obliczen wykorzystamy Tw. 3.

D={(z,y): 0<z<7 0<y<m—x}
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D

s

= }r(—cosw%—cosm)dm = [(1+ cosx)dx = :p—l—sinxo
0

0

//sin(x + y)dxdy = ](7;n(x +y dy> ]( cos(x + y)

‘ T

Uwaga 3. Calke podwéjng funkcji cigglej w obszarze regularnym Dy U DU . ..

sume catek w obszarach normalnych Dy, Ds, . ..

, Dy

Przyktad 3. Wyrazi¢ za pomoca catek iterowanych catke / / f(z,y)dxdy

po trapezie T o wierzchotkach: A = (0,0), B =

Y

AL

P

D)

(2,0), C

D,

] st = [ [ stegyisay-+ [ ste.gpisay = [ ([t

Mozna tez wykorzysta¢ Tw. 4, bo T = {(z,y) : y € [0,1],

//f(x,y)d:cdy = j(/gf(x,y)dgody'

T

T
~(2,1), D=

(1,1).

U D,, okreslamy jako

/ T,y dy) j(/f(x,y)dy>dw

y <z <2}

Przyktad 4. Obliczy¢ catke //(x + |y — x|)dxdy po prostokacie D = [0,4] x [0, 3].
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\.lg //+

r+y—z=y, gdy y > x;
flry) =z +|y—o| =
r—(y—z)=2r—y, glyy<uz.

//(x—i— ly — z|)dzdy = //ydxdy—I—//(Qx—y)dxdy: i(/yydac)dy—i-/:s(j@x—y)dx)dy:

r—4 3 3
)dy — /yzdy + /(16 — 4y — y* + yH)dy = 39.
0 0

Interpretacja geometryczna catki podwdjnej po obszarze

Jezeli funkcja f jest nieujemna i ciggla w obszarze regularnym D, to wartos$é calki / / fz,y)dxdy
D

jest réwna objetoéci bryty o podstawie D, ograniczonej od gory powierzchnia 2z = f(x,y) oraz
powierzchnia walcowa utworzong z prostych réwnolegtych do osi 07 i przechodzacych przez brzeg

obszaru D.

s
// IRy

a
s
e

Y

M o f{f!ﬂnn.
I s
{@

y
: L
W l{{{:ul‘
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W szczegolnosci pole obszaru D jest réwne calce / ldxdy.
D
Przyktad 5. Obliczy¢ pole obszaru D ograniczonego krzywymiy = — 1, y?> = x + 1.

Pole obliczymy jako catke P = / / ldzdy.
D

— =1
y==x-1

05

Wyznaczamy punkty przeciecia krzywych ograniczajacych obszar.

y=x—1 y=x—1 z=0 r =3
= = v
P =rz+1 (z—-1=z+1 y=—1 y=2

Najwygodniej bedzie potraktowaé obszar D jako obszar normalny wzgledem osi OY.

D={(x,y): vy ] v —1<z<y+1}

€[-1
/ P / > ¥y 9
p= //1dxd :/( 1dx) /( >dy:/(y+1—y +dy =2+ L - L) =2
-1 421 -1 - -1
Przyktad 6a. Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego krzywymi
1 2
y=u=x, y=2x, y=—, y=— izawierajacego punkt (1, 1%)
x x
Wyznaczamy punkty przecigcia krzywych.
=x r=1 Yy=2x z =12 Yy =2x x:% Yy =2x r=1
1 = ’ 2 = ’ 1 = ’ 2 =



ANALIZA 2 (IBM) wyKkraD I-1T 7. TREBSKA SEM. 23L

Pole obliczymy jako sume pol obszaréw normalnych Dy i Ds.

2.5

y=x
—_—x
15F ,@ —y=1/x
ﬁ """"" 7 T 9 74 —y=2/x
ARy
| |
|
| }
- SR I
1 jo—
I | |
| | |
| | I
|
05 ! k
I | |
| I I
I ! |
I ]
0 \ |
0 0.5 _A__ 1 {-15 2 25
I, L

1

Pole—//ldxdy—i—//ldxdy:/(/x )dm—i—/(/dy)dx—/ 2x—i)dx+f(i—x)dx:

Dy Do 7

—

1, V2 1 1 1
+(21n\x]—§x) :1—5—1n1+1n—+21n\/§—21n1—1+§zln\/ﬁ.

V2

= (2* —In a])
1

S

Zamiana zmiennych w calce podwdjnej

Niech A C0UV, D C 0XY - obszary domkniete w odpowiednich przestrzeniach
oraz przeksztatcenie T : A — D takie, ze T'(u,v) = (z(u,v), y(u,v)).
Jezeli funkcje x(u,v),y(u,v) maja ciggle pochodne czastkowe I rzedu w A, to

Def. 4. Jakobianem przeksztalcenia T' nazywamy wyznacznik

Oor Oz

s_PEy) |\ ou v
D(u,v) | dy 9y
ou Ov
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Tw. 5. (O zamianie zmiennych w calce podwdjnej) Jezeli
1. funkcja f jest ciggta w D;

2. przeksztatcenie T jest réznowartosciowe i przeksztatca wnetrze obszaru regularnego A

na wnetrze obszaru regularnego D;

3. funkcje x(u,v),y(u,v) sa klasy C! (sa ciagle i maja ciagle pochodne czastkowe I rzedu)

w pewnym obszarze zawierajacym A;

4. Jakobian ggzz; jest 16zny od zera we wnetrzu obszaru A,

//f(:lf,y)d:cdy = //f(x(u,v),y(% V) - ‘ggz:z;

Przyktad 6b. Wykorzystujac zamiane zmiennych, obliczyé pole obszaru D ograniczonego krzywymi
2

y=ux, y=2x, y=—, y=— izawierajacego punkt (1, 1%)

x x
Pole obliczymy jako catke P = / / ldxdy

D
Wprowadzamy nowe zmienne: v = xy, v = Y. Gdy (x,y) € D, wtedy (u,v) € A =1[1,2] x [1,2].
T

Odwzorowanie T : (u,v) — (:E(U, v),y(u, v)) ma wymagane wlasnosci.

ru0) =2yl v) = Vv

_6\/ﬂ_11_1 _8\/ﬂ_1 uy 1 [u
%—a ;—gﬁrm7 %_% U—m(—w)——g 5

1 /v 1\/ﬁ
Yu w= 2\/uv 2\/;’ Yo = w= 2\/uv oV

Wyznaczamy Jakobian odwzorowania 7T’

1 1 u
Ty Ty w2\ v3 1 1 1
J = det = | % 2Vl 2
L v 1 v 4dv 2v
Yu Yo 2Vu 2\

Obliczamy catke z wykorzystaniem opisanej zamiany zmiennych.

P://ldmdy:/ 1(u,v)-Jdudv:/2(/22lvdv)du:
- [

—_

ln2 = ln\/§

=3 ln|v

1

H\w
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Wspolrzedne biegunowe

Czesta zamiang zmiennych w catce podwdjnej jest zastapienie zmiennych x,y zmiennymi 7, ¢, gdzie

D cos¢ —rsing
r=rcos¢, y=rsing ijakobian J = D(SE’y) = —r

(r9) sing rcoso

(2.y) = (r cos ¢, 7 sin 9)

r= VT

Wspblrzedne biegunowe sa uzywane przy obliczaniu catek po obszarach ograniczonych okregami.

Przyktad 7. Obliczy¢ objetos¢ bryty ograniczonej powierzchniami:
24y’ =4, =0, 3x+2y+ 2= 12.

2

Podstawa bryly jest koto D = {(x,%) : 2%+ y? < 4} na wysokosci z = 0,

_|_

10
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z géry bryta jest ograniczona wykresem z = f(z,y) = 12 — 3z — 2y,

dlatego objetos¢ mozna obliczy¢ nastepujaco:

V = //f(x,y)dxdy = //(12 — 3z — 2y)dxdy = //12da:dy - //(?m + 2y)dxdy

//12da;dy _ 12//d:pdy — 12 poleD = 12 - 7 - 2% — 487.
D D

Do obliczenia calki / (3z + 2y)dxdy wykorzystamy wspolrzedne biegunowe r, ¢, gdzie,

D
r=rcosp, y=rsing, J=r rel0,2], ¢ €[0,2n].
2

2 2 2
é (3x + 2y)dxdy = 0/<0/(37‘ cos ¢ + 2r sin gb)rdr) dp = 0/(3 cos ¢ + 2sin @)do - O/r2dr = 0.

Ostatecznie objetos¢ V = 48r.

Uwaga: Do obliczania catek po obszarach ograniczonych elipsa: — + == =1
a

wygodna moze by¢ nastepujaca zamiana zmiennych:

x,y zastepujemy zmiennymi 7, ¢, gdzie

D acos¢ —arsing
x =arcoso, y=>brsing i jakobian (z,y) = = abr

(r9) bsing  brcos¢

Dla pelnej elipsy przyjmujemy ograniczenia wspoirzednych: r € [0,1], ¢ € [0, 27].

Przyktad 8. Obliczy¢ pole powierzchni E ograniczonej elipsa: 922 + 44% = 36.

2 2
922 + 49> = 36 < 5 + % =1 Poétosie elipsy to a = 2, b= 3.

Pole elipsy obliczymy jako catke P = / / dxdy z wykorzystaniem nastepujacej zamiany zmiennych:

E
T = 27 cos ¢, y:3rsin¢ J=2-3-r, T’G[O 1], ¢ €0, 27|

p— //dxdy_/(/esrdr)dqs /dqs /6rd7‘—27r 677‘21:67.

11
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2

Przyktad 9. Obliczy¢ objetoéé bryly ograniczonej powierzchniami: 22 + y* = a?, 3*> + 22 = a?

Y

gdzie a jest pewng liczba dodatnia.

0.5 05
0.5 0.5

Bryla ma miedzy innymi nastepujace ptaszczyzny symetrii: z =0, y =0, z = 0.

Dlatego jej objetos¢ mozna obliczy¢ jako 8 razy objetosc tej czedci bryty, ktora zawiera sie w oktancie
nieujemnych wspotrzednych.

Jedli y? + 22 < a? todla 2> 0 bedzie 0< 2z < Va2 — 2.

Jako D przyjmiemy odpowiednia ¢wiartke kota:

D={(z,y): *+y*<da®, 220, y>0}={(z,y): y€[0,a], 0<z<Va—y?}.

V= V=
V=8 //\/dedy_s /( / mdx> :80/ - y2< O/ da:)

D 0

a a 1
=8-/\/a2—y2-\/a2—y2dy=8-/(a2—y2)dy=8-(azy—gy?’)

0 0

B 1
0 3
Zastosowanie w fizyce

Jedli o(x,y) jest gestoscia powierzchniowa masy obszaru regularnego D,

to catka M = / / o(z,y)dxdy wyraza mase tego obszaru.

Catki My = //yg(a:,y)dxdy i My = //mg(:ay)dxdy

D D
przedstawiajg momenty statyczne obszaru D: My — wzgledem osi OX, My — wzgledem osi OY.

12
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Wsp6trzedne érodka masy obszaru D o gestosci o(x,y) wyrazaja si¢ nastepujaco:

M, Mx)

(vc,yc) = <ﬁ7ﬁ

Calki By = //yzg(x,y)dxdy i By = //xQQ(x,y)dxdy oraz By = //(x2+y2)g(x,y)dxdy
D D D

D
wyrazaja momenty bezwladnoéci obszaru D:

Bx — wzgledem osi OX, By — wzgledem osi OY, By — wzgledem osi OZ.

Przyktad 10. Wyznaczy¢ $rodek ciezkoéci jednorodnego tréjkata T o wierzchotkach
A=1(0,0), B=(a,0), C=(a,a), gdzie a jest pewna liczba dodatnia.

C <

)

Przyjmiemy, ze o(x,y) = ¢ — stala gesto$¢ powierzchniowa.

Wtedy masa trojkata to

M://Q($,y)d:vdy://cdxdy:c-//dxdy:c-(poleT):c-a;.
T T T

JJ zedzdy JJ yedzdy
Wspolrzedne srodka masy tréjkata to (xe,ye), gdzie z¢o = TT, Yo = TT
a xX a y=x a a3
//xcdmdy:c-//xdxdy:c-/</xdy>dx:c-/<xy )dx:c-/xQda;:c-?.
T T 0 0 0 y=0
a’ a? 2
a T a y2 y—a a 22 a3
//ycdxdyzo/ yd:cdyzc-/(/ydy)d:czo/( )d:c:c-/—dx:c-—.
Y _ 2 y=0 2 6
T T 0 O 0 0
a’ a? a
Stad yo = <c- 6>/(c- ?) =73

13



