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LINIOWA GEOMETRIA ANALITYCZNA W PRZESTRZENI R?
Uwaga: Przestrzen R? bedziemy interpretowaé na trzy sposoby, jako:

1. zbior wszystkich punktéw P = (x,y, z).

W tej interpretacji elementy przestrzeni nazywamy punktami i oznaczamy A,B, C, P,Q ...

Liczby z,y, z nazywamy wspotrzednymi punktu P = (z,y, z).

—
2. zbiér wszystkich wektoréw zaczepionych u = OP w przestrzeni.

Wektory te maja wspélny poczatek O = (0,0,0), a konce w punktach P = (z,y, 2).

Wektor OP nazywamy wektorem wodzacym punktu P.

W tej interpretacji elementy przestrzeni R? nazywamy wektorami i oznaczamy a, b, u,v,w, ....
Liczby z,y, z nazywamy wspotrzednymi wektora i piszemy u = (z,y, 2).

Stosujemy oznaczenia 0 = (0,0,0) oraz —u = (—z,—y, —2)

3. zbiér wszystkich wektoréw swobodnych w przestrzeni.

Przez wektor swobodny @ = (z,y,z) rozumiemy zbiér wszystkich wektoréw zaczepionych w
roznych punktach, ktére maja ten sam kierunek, zwrot i dtugos¢ co wektor o wspotrzednych
(x,y, z) zaczepiony w punkcie (0,0, 0). Formalnie wektory swobodne to klasy abstrakcji w zbiorze
wszystkich wektoréw zaczepionych wyznaczone przez relacje:

AB ~CD « (B, — Ay, By — Ay, B. — A.) = (D, — Cy, D, — Cy, D. — Cs),

gdzie np. A, to wspohrzedna = punktu A.

Elementy przestrzeni R?® mozemy dodawaé¢ i mnozyé przez liczby.

. — s 2 —
Oznaczenia: | u'| dlugosé wektora ',
—> P d
|| = JuZ +ud+u2, gdzie U = (ug, uy, uz).

Def Wektor u nazywamy wersorem, gdy || = 1.

Def. Kat miedzy niezerowymi wektorami swobodnymi u i v’
—_—
jest to kat miedzy wektorami OP; i OP; zaczepionymi w punkcie O = (0,0, 0) reprezentujacymi

te wektory swobodne. Oznaczenie: £ (', ).

Def Tloczyn skalarny niezerowych wektoréw o i v

jest to liczba rzeczywista ozn. u o v réwna: || - | V| - cos £(W, V).

Jesli @ = 0 lub ¥ = 6), to przyjmujemy u o v =0

Mozna spotkaé¢ inne oznaczenia iloczynu skalarnego: (o'|v'), (w,v), (o |v').
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Witasnosci iloczynu skalarnego

1. [Wow| < || |7
2. WoU ="ouw

. 1. — — RN —
6. jesi W = (ug, uy,uy), U = (Vy,0y,0;), t0 U 0V = UyVy + UyUy + ULV,.

Przyktad 1. Rozwazmy dwa wektory: u = (1,0,—3) ¥ = (2, —1,1).

Ich iloczyn skalarny @ oW =1-24+0-(=1)+ (=3)-1=—1

Dhugoéci tych wektoréw to || = \/12 +02+4 (=3)2 =410, |7]= \/22 +(-1)2+12=+6
Majac powyzsze dane, mozemy obliczy¢ kosinus kata miedzy wektorami korzystajac z réwnosci
Uow = |U||V] cosL(U, V)
— =
SN _>) U o v -1 -1
u v - = =
7] VIV V60

Wartos¢ kosinusa jest ujemna, wiec kat jest rozwarty.

Def Moéwimy, ze wektory @ i v sg ortogonalne, jesli @ o v = 0.

Uwaga: Jesli u # 0iv #+ 6), to W i U sa ortogonalne wtedy i tylko wtedy, gdy sa prosto-
padte.

Przyktad 2. Niech u = (1,0,-3) v = (2,—1,1), w = (6,4,2).

Sprawdzimy, czy wsrod tych wektorow sg wektory prostopadte.

oW =-1#0 —te wektory nie sa prostopadte.
Wow =1-6+0+(—3)-2=0 - te wektory s prostopadte.
Vow =2-6+(—1)-4+1-2=10 - te wektory nie sa prostopadle.

Def Tloczynem wektorowym niezerowych wektoréw « i v nazywamy wektor w taki, ze
— — = . — —
L |w| = || |V] -sind(W, )

2. W jest ortogonalny do @ ido v
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Uy Uy Uy
. . . H
3. jezeli w # 0,to| v, vy Uy | > 0,

Wy Wy W,

to znaczy uktad (@', @', w) ma orientacje zgodna z ukladem OXY Z.
- = —

4. jesli T=0 lub T = 0, to przyjmuje sic w = 0.

. — — .
Oznaczenie: u x v — iloczyn wektorowy.

Uwaga: Liczba | x ¥'| to pole réwnolegtoboku rozpietego na wektorach o i v'.

4
%X W

Wtasnosci iloczynu wektorowego

. TxT =0 da @ + 0iv + 0 e wektory u i v sa kolinearne(wspétliniowe)

(tzn. M ER W =\-7)

— =
XV =—0UV X U

- = >

7k
NN Uy Uy Uy Uy Uy Uy
u X v = y 3 — ux Uy uZ 9
Uy U Vg U, Vy Uy
Vp Uy U,

gdzie 7 = (1,0,0), J = (0,1,0), & = (0,0,1) — wersory osi (odpowiednio) OX, OY, OZ.

Przyktad 3. Wyznaczymy iloczyn wektorowy wektoréw o = (1,0, -3) i v = (2, —1,1)
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Dlugoéé tego wektora: |u x v| = \/(—3)2 +(=7)24+ (=1)2 = v/59 to pole réwnolegtoboku
rozpietego na wektorach ' i ¥ i jest to liczba réwna || - || -sin £ (W, V).

Mozemy wyznaczy¢ sinus kata miedzy wektorami o i v'.
VB9 VB9
WY VI0VE V60

. U xT
sind(w,v) =

. ;= = = .
Def. Iloczynem mieszanym wektoréw «, v, w nazywamy liczbe

Uy Uy U
(W, v, W)= (u xV)oW =|v, v, v, |

Wy Wy W,

Uwaga: Liczba |(U x @) o W| to objetosé¢ réwnolegtoécianu rozpietego na wektorach ', o', w.

=)
AN

W

Przyktad 4. Obliczymy iloczyn mieszany wektoréow o = (1,0, —3), v = (2,—1,1),w = (6,4, 2).

(W, v, w)=(u xV)ow =(-3,-7,-1)0(6,4,2) = —18 — 28 —2 = —48

1 0 -3
(W, v, w)=2 -1 1 |=-48
6 4 2

Objetoéé réwnolegloscianu rozpietego prze te trzy wektory jest réwna V = |(u, v, w)| = 48.
Mozemy obliczy¢ np. wysokos¢ tego rownolegtoscianu prostopadty do réwnolegtoboku rozpietego

przez wektory u i v, korzystajac z réwnoéci V = 48 = P,-h= W x U|-h=+/59-h.
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48
h = — jest to tez odlegtos¢ miedzy odpowiednimi $cianami réwnolegtymi.

V59

Plaszczyzna w R3

Réwnanie ogélne plaszczyzny Az + By +Cz+ D =0, gdzie A2+ B?+C? >0

i W = (A,B,C) - wektor normalny ptaszczyzny (wektor prostopadly do plaszczyzny, czyli
prostopadly do wszystkich niezerowych wektoréw tej ptaszczyzny).

Przyktad 5. Niech 7 - ptaszczyzna okreslona réwnaniem

m: 3xr—4y+2z—5=0

Wtedy wektor normalny tej ptaszczyzny to n = (3, —4,2), a punkt Py = (1,0,1) € 7.

Zauwazmy, ze te sama plaszczyzne otrzymamy mnozac réwnanie przez liczbe A # 0, a innym
wektorem normalnym tej ptaszczyzny bedzie n; = (3¢, —4c, 2¢), gdzie ¢ moze by¢ dowolng liczba

niezerows.

Réwnanie normalne plaszczyzny 7 przechodzacej przez punkt Py = (xg, 4o, 20) 1 prostopadlej

do wektora m = (A, B, C') ma postaé:
A(r —20) + B(y — o) + C(z — 20) =0

Przyktad 6. Rownanie normalne ptaszczyzny 7 z przyktadu 5. wyznaczymy wstawiajac punkt

Py = (1,0,1) i wektor normalny 7 = (3, —4,2).
m: 3x—1)—4dy+2(z—1)=0

Réwnanie parametryczne plaszczyzny 7 przechodzacej przez punkt Py = (zo, yo, 20)

i rozpietej na dwoch niewspotliniowych wektorach W = (ug, uy, u,) i U = (vg, vy, v,)

/T/ ' (Xﬁf}ll): G)D *5‘E7+ {Eﬁ
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T = Ty + Suy, + tu, v To e Ve
T y:y0+Suy+tvy 7gdZieS7t€R' Yy | =% |T5: Uy Tt Yy

Z = 20+ su, —|—tUZ z 20 U, (2
Przyklad 7.

Wyznaczymy réwnanie parametryczne plaszczyzny m z przyktadu 5.
Nalezy w tym celu wyznaczy¢ zbiér rozwigzan rownania definiujacego ptaszczyzne .

Réwnanie 3z —4y+2z2=5
Wyznaczymy z przy pomocy pozostatych zmiennych.

z:g—%x—l—Zy

r=04+1-24+0-y x 0 1 0
T y=0+0-2z+1-y ,gdziez,y € R. y|=10|+xz-| 0 |+y-|1
z=2-3.x+2-y 2z 2 —3 2
x 0 2 0
Réwnowaznie mozna zapisaé y|=10]|+s 0 | +t-]1 gdzie s,t € R.
z g -3 2

Stad dostaniemy (z,y,z) = (0,0, g) +5(2,0,-3) +1(0,1,2) = P, +s-uj +1-uy,
gdzie u; = (2,0, -3), uy = (0,1,2) - wektory rozpinajace ptaszczyzne 7,

a P, = (0,0, g) - punkt nalezacy do .

Réwnanie odcinkowe plaszczyzny 7 przecinajacej osie OX, OY, OZ w punktach odpowiednio

a# 0,b+# 0,c# 0 ma postac:

S
a b ¢

Przyktad 8. Zapiszemy rownanie odcinkowe ptaszczyzny 7 : 3x — 6y + 22 — 6 = 0.
Aby wyznaczy¢ wartosé a, wstawimy do réwnania y = 0,z = 0 i dostaniemy a = 2;
aby wyznaczy¢ wartosé¢ b, wstawimy do rownania x = 0,z = 0 i dostaniemy b = —1;

Aby wyznaczy¢ warto$é¢ ¢, wstawimy do rownania x = 0,y = 0 i dostaniemy c¢ = 3;

i z
+ L 4Zon

Stad rownanie odcinkowe tej ptaszczyzny to: 7 : 5 1 t3
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i
Sy
e Ve g
e T
A W
e e T e T
Rttt

A1 0 0.5 X

Def. Rzutem prostokgtnym punktu P na plaszczyzne 7 nazywamy punkt P’ tej plasz-
—
czyzny spelniajacy warunek PP’ 1xw. Odlegtosciag punktu P od ptaszczyzny 7 nazywamy

—
dtugosé wektora PP’, jesli P’ jest rzutem prostokatnym P na 7.

Odlegtosé punktu Py = (xg, 40, 20) od plaszczyzny = : Ax + By + Cz + D = 0 wyraza sie

wzorem:

_ |Axg + Byo + Cz + D|
d(P(),?T)— A2+BQ+C’2 .

Przyktad 9. Wyznaczymy odlegtosé punktu Py = (1,2, 3) od ptaszczyzny 7 : 3x—4y+2z—5 = 0.
3:-1—4-242-3-5 4
APy ) — | - l_ 4
V3% + 4% 4 22 V29

Potozenie dwoéch ptlaszczyzn:

Wzajemne potozenie dwoch plaszczyzn m; i 7 o réwnaniach:

T . A1I+Bly+012+D1:O
T © A2$+Bgy+CQZ+D2:O

badamy korzystajac z twierdzenia Krocneckera-Capellego:

. , o A By G . Ay By G Dy
1. m 1 my sa réwnolegte (i rozne), gdy r =11ir =2
Ag BQ CQ A2 BQ CQ D2
. L Ay By Ci Dy
2. m 1 my pokrywaja sie, gdy r =1
Ay By Cy Dy
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. o Ay By G
3. m 1 my sa nieréwnolegle, gdy r = 2.
Ay By Cy

Wtedy przecinaja si¢ wzdtuz prostej

A1$+B1y+012—|—D1:O
A2$+Bgy+CQZ+D2:O

— rownanie krawedziowe prostej.

Odlegtosé ptaszezyzn rownolegtych my i w9 o réwnaniach

m: Ar+By+Cz+ Dy =01im: Ax+ By + Cz+ Dy =0 wyraza sie wzorem
| D1 — Dy

VA2 £ B2 1 (0?2

d(ﬂ'l, 72) =

Przyktad 10. Zbadamy wzajemne potozenie plaszczyzn
m o 3r—4y+2z—5=0, m: 62—8y+424+3 =0, 73 : 6x—8y+42—10=0, 74 :2+2y—32+2=0.

a) Para ptaszezyzn m @ 3z —4y+22—5=0im: 6 —8y+42+3=0

A By Gy 3 —4 2
r =r =1, (bowy =2-w)
Ay By (O 6 —8 4
A, By Cy D 3 —4 2 -5 2 =5
o I = 2, (bo minor #0)
Ay By Cy Dy 6 —8 4 3 4 3

Wnhiosek: Plaszczyzny 7 i w9 sa rownolegte. Mozna wyznaczy¢ odlegtos¢ miedzy nimi.

Aby skorzystac¢ ze wzoru na odlegtos¢ w réwnaniach ogblnych obu plaszczyzn musza by¢ te same
wspotezynniki A, B, C.

m o 3r—4y+22—-5=0 <= 62 —8y+42—10=0

\ o D= Dy|  |-10-3] 13
amy e dmm) = B 0 Ve £ VITE

b) Para ptaszezyzn m : 3x —4y+22—5=0im3: 6x —8y+42—10=0
Ay By C1 Dy 3 -4 2 -5

r =r =1, bowy =2 w.
As Bz C3 Dy 6 —8 4 —10

Whiosek: Plaszczyzny 7 1 73 sie pokrywaja.

c) Para ptaszczyzn m @ 30 —4y+22—-5=0im: o+2y—32+2=0
Ay By G 3 —4 2 3 —4

r =r = 2, bo minor # 0.
Ay By Cy 1 2 -3 1 2
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. : o . : 3v—4dy+2z =5
Whiosek: Ptaszczyzny 7 i m4 przecinaja sie wzdtuz prostej [ :
T+2y—32 =-2
Mozemy wyznaczy¢ te prosta rozwiazujac uktad rownan lub wskazujac punkt Fy nalezacy do tej
prostej oraz podajac wektor wyznaczajacy kierunek tej prostej.

Zauwazmy, ze punkt Py = (1,0,1) € [ (rozwiazanie szczegblne ukladu)

Wektory normalne 7y i 7y podanych plaszczyzn generuja ptaszczyzne prostopadla do prostej I.

Za wektor kierunkowy w prostej [ mozemy przyjaé iloczyn wektorowy wektoréow ny i ng.

- =

Tt 7k
4 2 3 2 3 4
T=mxm=3 -4 2 |=1 -7 + % = (8,11,10)
2 -3 1 -3 1 2
1 2 -3

Wektor w jest prostopadly i do wektora ny, i do wektora ng. (w ony =0, W ony = 0).

Punkty P nalezace do prostej [ mozemy opisaé nastepujaco:

P=(z,y,2) =Py +t-w = (1,0,1) + ¢(8,11,10) = (1 + 8¢, 11¢,1 + 10t), gdzie t € R.

Pek ptlaszczyzn:

A1£C—|—Bly+012’—|—D1:O

A2$+B2y+CQZ+D2:O
Przez prosta [ przechodza inne ptaszczyzny (pek plaszczyzn). Mozne je opisaé¢ rownaniem:

Dana jest prosta [ :

M- (Ayx + Byy + Cyz + Dy) + - (Agx + Boy + Coz + Dy) = 0, gdzie A\* + 1% > 0.
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Przyktad 11. Wyznaczymy pek plaszczyzn przechodzacych przez prosta [ z przyktadu 10c.

) 3r—4dy+22—-5 =0 ) ) .. ,
Dla prostej [ : roOwnanie peku prostych bedzie miato postac
r+2y—324+42 =0

N (Bx—4y+22—5)+p-(x+2y —3242) =0, gdzie A2 + p2 > 0.

Wstawiajac do rownania rézne wartosci A i 1 dostaniemy rézne ptaszezyzny zawierajace prosta (.

Prosta w R?

Réwnanie parametryczne prostej [ przechodzacej przez punkt Py = (xo, %o, 20) 1 réwnoleglej

— 7
do wektora v = (v, vy, v,) ma postac:

$:$0+t’l)x T 0 v,
[: y=1yo+ty, ,gdziet € R. yl=1w [+t | v,
z = zy+1tv, Py % v,

Wektor v nazywamy wektorem kierunkowym prostej [.

Przyktad 12. Na podstawie obliczen z przykladzu 10c mozemy napisa¢ rownanie parametryczne

prostej I
r=1+ 8t T 1 8
[: ¢ y=0+11t , gdziet € R. y|=10]+t-] 11
z=1+ 10t z 1 10

Uwaga: Wektor kierunkowy prostej okreslonej réownaniem krawedziowym ma postaé v = ny X ng,
gdzie ny = (A1, By, 1), na = (As, Bs, Cy) sa wektorami normalnymi odpowiednio ptaszczyzn

1 1 9.

Uwaga: Wektor normalny ptaszczyzny okreslonej réwnaniem parametrycznym
(r,9,2) =Po+t-u +s-0

; — — — = . = s
ma posta¢ n = v X u, gdzie v i u to wektory rozpinajace te ptaszczyzne.

Def. Rzutem prostokatnym punktu P na prostg [ nazywamy punkt P’ tej proste;
—
speliajacy warunek PP’ LI.

—
Odleglosciag punktu P od prostej [ nazywamy diugosé¢ wektora PP’ jesli P’ jest rzutem
prostokatnym P na [.

10
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o= 0wl = 19) d
d= d(PL)

Odlegtoéé punktu P od prostej [ przechodzacej przez punkt P, i wektorze kierunkowym v wyraza

sie wzorem:

Potozenie dwéch prostych

Dwie proste: I; przechodzaca przez punkt P, i wektorze kierunkowym @ oraz I, przechodzaca

przez punkt P, i wektorze kierunkowym o

e sg réwnolegle, gdy wektory v i @ sa réwnolegle, czyli INER W = \- 0.
Odlegto$¢ miedzy takimi prostymi to odlegto$é dowolnego punktu nalezacego do jednej pro-

stej od drugiej prostej.

e przecinaja sie, gdy uktad wektoréw (o', w', PiP,) jest liniowo zalezny, czyli gdy iloczyn

—_—
mieszany (', v, P P) = 0.

z s — — D D - o . . . .
e sa skosne, gdy uktad wektoréw (v, u, P, P») jest liniowo niezalezny, czyli gdy iloczyn

——

mieszany (', v, P P) # 0.

Wtedy istnieja ptaszczyzny réownolegle 7 i mo zawierajace te proste.

Odlegto$¢ miedzy takimi prostymi, to odlegltos¢ miedzy ptaszczyznami m; i w9, ktéra wyraza

sie wzorem:
‘<?777P1P2>’
|V x |

d(ly,ly) =

11
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PRZESTRZEN EUKLIDESOWA

Pojecie iloczynu skalarnego mozna wprowadzi¢ w réoznych przestrzeniach liniowych, nie tylko

w przestrzeni R3.

Def. W przestrzeni V nad R okreslony jest iloczyn skalarny, jesli kazdej parze wektoréow u,v € V'

przyporzadkowana jest liczba rzeczywista, ozn. u o v, przy czym spetnione sg warunki:
1. uov=wvou, Yu,veV
2. (u+w)ov=uov+wowv, Yu,v,weV
3. Auwov=A-(uovw), Yu,veV, XeR
4. uou>0, uou=0u=0

Def. Przestrzen liniowa V' nad cialem R nazywamy przestrzenig euklidesowaq, jesli jest w niej

okreslony iloczyn skalarny.

Uwaga: W przestrzeni liniowej R” iloczynem skalarnym jest w szczegdlnosci funkcja
(tzw. standardowy iloczyn skalarny), ktora parze wektorow X = (1, za,...,2,), Y = (y1,%2,- - -, Yn)
przyporzadkowuje liczbe,

XoY =zy1 + Toyo + ... + TpYn-

Def. Wektory u i v sa ortogonalne wtedy i tylko wtedy, gdy uwowv = 0.

Przyktad 13. W przestrzeni liniowe]j Cj, 5 rzeczywistych funkeji ciagtych na przedziale domknie-

tym [a, b] iloczynem skalarnym funkcji f i g jest np.

b
fog=[ f@)g@)dr.
W szczegolnosci w przestrzeni Cjgoq) bedzie:
2 2 |
sinxosinx:/ sinxsina:dx:/ 5(1—cos2x)dx:7r
0 0
2m 2r 1
cosa:ocosx:/ cosxcos:vdx:/ 5(1+0052x)d:1::7r
0 0

27 2 1
SIN T © COS T :/ sin x cos xdx :/ 531n2xdx =0
0 0

Funkcje sinz i cosz sa ortogonalne w przestrzeni Cgan z iloczynem skalarnym okreslonym jak
wyzej. Pojecie takiej wlasnie ortogonalnosci jest uzywane w teorii szeregéw trygonometrycznych

Fouriera.

12
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Def. Dtugosé (norma) wektora u przestrzeni euklidesowej V' wyraza sie wzorem
lu|| = Vuou.
Wtasnosci normy
Dla dowolnych u,v € V' zachodzi:
L Juov| < ull-||v]] (nieréwno$é Cauchy’ego-Buniakowskiego)
2. JJu+ vl < |lul| + |lv]| (nieréwnosé trojkata)

3. lu+v|>=|lull?+|v]|* & wowv=0 (tw. Pitagorasa dla przestrzeni euklidesowych)

Niech V' — n-wymiarowa przestrzen euklidesowa.

Def. Uktad niezerowych wektoréw (vq,vs, ..., v,) przestrzeni V nazywamy baza ortogonalna,
jesli v; ov; = 0 dla dowolnych i # j. Jedli dodatkowo |lv;|| = 1 dla kazdego i = 1,2,...,n, to

baze ortogonalng nazywamy bazg ortonormalng.
Uwaga: Kazda baza ortogonalna przestrzeni V' jest baza tej przestrzeni.

Uwaga: W kazdej przestrzeni euklidesowe]j skoniczonego wymiaru istnieje baza ortogonalna

(ortonormalna).
Metoda ortogonalizacji Grama-Schmidta

Niech (vy,vy,...,v,) - baza przestrzeni n-wymiarowej V.
Celem ortogonalizacji jest uzyskanie bazy ortogonalnej (uy, ug, ..., u,) przestrzeni V.

Proces ortogonalizacji przebiega nastepujaco:
e Przyjmujemy u; := vy,

® Uy :=vy — a-up, przy czym wspoétezynnik o dobieramy tak, by u; o us = 0.

. U2 O Uy
Otrzymujemy o = .
Uy O Up
o Jezeli wy,ug,...,ur_1 sa juz wyznaczone, to u; wyznaczamy nastepujaco:
Uk =V — XU — U2 — o oo — 1 Uk—1
i ma zachodzi¢ wupowu; =0 dlat=1,2,...,k—1.

Vg O U;

Otrzymujemy wspotczynniki «o; = dlaz=1,2,...,k— 1.

U; © Uy

13
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Wyjasnienie:
I krok - wybieramy pierwszy wektor do bazy ortogonalnej u; := vy;

IT krok - znajdujemy rzut ortogonalny kolejnego wektora v, na podprzestrzen wyznaczong przez
wektor u;. Tym rzutem bedzie wektor a - uy.

Wektor vo = a - uy + us jest sumg dwoch ortogonalnych wektoréw o - uq i us.

Stad ug = v — - uy i ma byé ugouy =0, czyli (v — - uy) ouy = v9 0uy — auy o -uy = 0.

R , V2 O Uy
7 ostatniej réwnosci wyznaczamy o« =

Uy O U

Krok k - znajdujemy rzut ortogonalny wektora vy na podprzestrzen wyznaczona przez wektory
ortogonalne wuy, ug, ..., Up_1.

Tym rzutem bedzie wektor aqu; +agus+. .. +ap_1ug_1, 2as Up = Vp— QU] — QU —. . . — Q1 Up_1-
Szukany wektor u, ma by¢ ortogonalny do wszystkich wektorow u; wyznaczonych wczesniej.

7 warunkéw ortogonalnosci dostaniemy wzory na wspotezynniki ay.

Przyktad 14. Przeprowadzimy ortogonalizacje bazy B = (vy, v, v3) przestrzeni R,
gdzie v; = (1,1,1), vo = (1,-1,1), v3 = (1,1,-1).

Przyjmujemy, ze pierwszy wektor bazy ortogonalnej to u; = v; = (1,1,1).

W kolejnym kroku potrzebujemy iloczyny skalarne:

upou; = (1,1,1) o (1,1,1) =3, wou; =(1,-1,1)0(1,1,1) =1

Kolejnym wektorem bazy ortogonalnej bedzie
Vg O Uy

N

Uy = Vg — QU] = Uy — uy =vy —zup = (1,-1,1) — 3(1,1,1) = (3, 3,

).

w

U1 S Uy

W kolejnym kroku potrzebujemy jeszcze iloczyny skalarne:
U © Uy = (%7_§7§)O(2 _gvg) = %7 Vg O Uy = (1717_1)0(]—a171) = 17
vzous = (1,1,—1) 0 (%, —%, %) = —%.

Trzecim wektorem bazy ortogonalnej bedzie
U3 O Uy U3 O U2
u

1 1
U3z = V3 — QU1 — QU = VU3 — Uy = U3 — 3U1 + 3U2 =

U1 © Uy ! U2 © U9
=(1,1,-1) — %(1, 1,1) + ;(g, _g, g) = (1,0, —1).

Uktad wektoréw U = (uq, ug, uz) jest baza ortogonalng przestrzeni R3.

Aby uzyskaé ortonormalna baze tej przestrzeni wystarczy kazdy wektor bazy U podzieli¢ przez

jego norme (dtugosé).

14
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Rzut ortogonalny wektora na podprzestrzen

Niech V' - przestrzen liniowa wymiaru n nad R,

W - m wymiarowa podprzestrzen przestrzeni V.

Uwaga: Jesli wektor v jest ortogonalny do kazdego z wektorow vy, vs, ..., vk, to jest ortogonalny

do dowolnej kombinacji liniowej tych wektorow.

Def. Wektor v € V jest ortogonalny do podprzestrzeni W, jesli jest ortogonalny do kazdego

wektora tej podprzestrzeni.

Uwaga: Wektor v jest ortogonalny do podprzestrzeni W < jest ortogonalny do kazdego wektora

bazy tej podprzestrzeni.

Zagadnienie: Rzut ortogonalny wektora v na podprzestrzen W jest to taki wektor u € W, ze

wektor v — u jest ortogonalny do W, czyli YVw € W (v —wu)ow = 0.

Uwaga: Jezeli u jest rzutem ortogonalnym v na W, to dla kazdego wektora w € W, w # u zachodzi
lv —ul| < |lv—w]||, czyli wektor u jest wektorem najblizszym do v sposréd wszystkich wektorow

przestrzeni W.
Wyznaczanie rzutu ortogonalnego wektora v na podprzestrzen W

Niech (vy, vy, ..., v,,) — baza przestrzeni W,

U = aiv1 + asvs + ...+ apv, — rzut ortogonalny v na W.

Wspbélezynniki a; wyznaczymy z warunku (v —u)ov; =0dlai=1,2,... m.
Dostajemy m réwnan wov; = v o v;.

Rozwiazujemy uktad m réwnan z m niewiadomymi:

aj(vyovy) + ag(veovy) + ... + ap(vmovy) =vow

(11(’01 OUQ) + CLQ(/UQ OUQ) + ...+ am(vm O’Uz) =V O Vy

a1(vy 0 vy) + az(va 0 vy) + .o 4 Ay (Vi © V) = VO Uy,

Ma on doktadnie jedno rozwiazanie (jest ukladem Cramera), gdy

(vyovy) (vaowy) ... (v o)

(v 0vg) (vaowg) ... (U 0vs) 40

(Ul @) UQ) (U2 @) UQ) e (?}m ©) Um)
(wyznacznik Grama dla wektoréw vy, vs, ..., vp)

15
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Uwaga: W przypadku gdy W jest 1-wymiarowa przestrzenia W = Lin{v;}, rzut wektora v na
Vo

W nazywamy rzutem wektora v na wektor v; i jest to wektor u = 1.

V1 © Uy

Przyktad 15. Wyznaczymy rzut wektorav = (1, 1, 1) na podprzestrzen W = Lin{(1, —1,1), (1, 1,
Przyjmijmy oznaczenia: v; = (1,—1,1), vy = (1,1,—1).
Rzutem wektora v na podprzestrzen W bedzie pewien wektor u = a - vy + b - vs.
Nalezy wyznaczy¢ liczby a i b.
Wektor v jest sumg dwoch wektoréw prostopadtych:
u nalezacego do W oraz v — u prostopadtego do W.
7 ortogonalnodci wektora v — u i plaszczyzny W wynika, ze wektor v — u jest ortogonalny do
wektora v, oraz vs.
) . (v—u)ov; =0 UOoV = Vo

Oznacza to réwnosci: =
(v—u)owvy =0 U0 Vg = VO Uy
Dalej wstawiamy do uktadu rownan w =a-v; +b- vy i dostajemy

(a-v14+b-v)ovy =vou a-viov;+b-vy0v =vou

<~
(a-vy+b-vy)ovy =vouy -V 0Vy+b- V90U =100y

Obliczamy potrzebne iloczyny skalarne

° v=(1,1,1) | vy=(1,-1,1) | vp=(1,1,-1)
v=(1,1,1) 3 1 1
v =(1,-1,1) 1 3 ~1
va=(1,1,-1) 1 ~1 3

i dostajemy uktad rownan liniowych z niewiadomymi a, b.
—
—a+3b=1

S
I

L TS

Rzut wektora v na podprzestrzen W to u = %vl + %Ug =3(1,-1,1) + %(1, 1,—-1) = (1,0,0).

Metoda najmniejszych kwadratéow
Dany jest sprzeczny uktad réwnan:

a11T1 + a19T9 + ...+ A1 Ty — b1

(911 + Q999 + ... + Aonly = bg

Am1T1 + AmaTo + ...+ Qyn®n = bm

16
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Szukamy przyblizonego rozwigzania tego uktadu w sensie najmniejszych kwadratow, czyli szukamy
takiego ciagu liczb X = (x1,29,...,7,), dla ktérego wyrazenie

(a1 + .o+ @y — 01)? + (a1 + .o+ @2, Tn — b2)? + oo A (A1 T1 + - -+ QT — b))

ma najmniejsza wartosc.

Szukamy wiec takiego wektora Y = A - X € Lin{A;, Ay, ..., A}, gdzie A; to i-ta kolumna
macierzy A danego uktadu, dla ktérego norma ||Y — B|| jest najmniejsza, gdzie B - wektor

wyrazow wolnych uktadu.

Wektor Y to rzut ortogonalny wektora B na przestrzen Lin{A, As, ..., Ap}.
Jako$é otrzymanego przyblizenia mierzy sie wielkoscia normy ||Y — B||, ktéra nazywamy

odchyleniem sredniokwadratowym.

Szczegblnym zastosowaniem metody najmniejszych kwadratéw jest aproksymacja funkeji
rzeczywistej y = f(x) o znanych wartosciach dla pewnej skonczonej liczby argumentéw, funk-

cja z pewnej rodziny funkcji, np. wielomianem.

Przyktad 16.

Dane sg wartosci funkcji rzeczywistej f: f(—1) =1, f(0) =2, f(1) =3, f(2) =5.
Zmnalez¢ najlepsze przyblizenie funkcji f w sensie odchylenia sredniokwadratowego
funkcja liniowa ¢(z) = az + b.

Szukamy przyblizonego rozwiazania uktadu rownan otrzymanego z warunkdw:

g(-=1) =1 —a+b =1
9(0) =2 . b =2
czyli
g(1) =3 a+b =3
(1 11 ]
. 0 112
Macierz uktadu [A;, A9|B] =
1 113
2 15|

Szukamy wektora Y w postaci kombinacji liniowej Y =a- A; +b- As.
Szukany wektor Y jest rzutem ortogonalnym wektora B na podprzestrzen W = Lin{A;, As}.

a'A10A1+b'AQOA1:BOA1

Nalezy rozwiaza¢ uktad réwnan
a-AloAQ—I—b-AgoAg:BoAg

Obliczamy potrzebne iloczyny skalarne

17
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o Ay=(-1,0,1,2) | A,=(1,1,1,1) | B=(1,2,3,5)
A =(~1,0,1,2) 6 p 12
Ay=(1,1,1,1) p 4 11
B=(1,2,3,5) 12 11
. , .| 6a+2b=12 a=1
i dostajemy uktad réwnan =
2a + 4b =11 b= %
13 21
Otrzymujemy wiec funkcje g(x) = 0% + 10

Zas szukany rzut Y:%-Al—k%-/lg:%-(—1,0,1,2)—#%-(1,1,1,1):(%,%,%,%)

jest przyblizeniem wektora B=(1,2,3,5).
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