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WARTOSCI T WEKTORY WELASNE MACIERZY

Niech K bedzie ustalonym ciatem.
Def. Skalar A € K nazywamy wartoscia wlasng macierzy A € M, «,(K),
jesli istnieje niezerowy wektor X € M,,1(K), taki ze

AX = 2X.

Wektor X nazywamy wtedy wektorem wlasnym macierzy A odpowiadajacym wartosci

wlasnej A.

Przykiad 1. Sprawdzimy, czy wektor X jest wektorem wlasnym macierzy A.

1 01 0 1 1 2 1
X = , A= . Mamy A- X = . = =2
2 2 1 2 1 2 4 2

X jest wektorem wlasnym macierzy A odpowiadajacym wartosci wtasnej \ = 2.

Zauwazmy, ze wektorem wlasnym dla A = 2 bedzie tez kazdy wektor postaci X, gdzie o # 0.

01 « 2c0 «
A-aX = . = =2 =2-aX
2 1 2a0 4o 2a0
: 3. :
Sprawdzimy, czy wektor Y = jest wektorem wlasnym macierzy A.
01 3 1
Mamy A-Y = . =
2 1 1 7

1
Wektor nie jest wielokrotnoscig wektora , wiec nie jest wektorem wtasnym macierzy A.
1

Czy mozna wyznaczyé wartosct 1 wektory wlasne macierzy nie zgadujgc ich?

Jedli X € M,,«1(K) jest wektorem wlasnym macierzy A € M, ., (K), dla wartosci wlasnej A € K,

to spelnione jest rownanie

A- X=X X
rownowaznie A-X —XA-X =0 (0= [0],x1),
rownowaznie A-X —X-1,-X =0,
rownowaznie (A—A-1,)- X =0.

Ostatnie rownanie macierzowe odpowiada jednorodnemu ukladowi n réwnan z n niewiadomymi.

1
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Szukamy niezerowych rozwigzan X tego uktadu, a takie beda istniaty jedynie wtedy, gdy macierz

wspétezynnikéw [A — X - I,] bedzie osobliwa, czyli gdy det(A — X\ - I,,) = 0.

Def. Wielomianem charakterystycznym macierzy A € M, ,(K) nazywamy wielomian
Xa(A) = det(A — AI).

Wartosci wlasne macierzy A € M,,.,,(K) sa pierwiastkami wielomianu charakterystycznego x4 ().
Jezeli \ jest wartoscia wtasna macierzy A, to odpowiadajace jej wektory wtasne sa rozwigzaniami

rOwnania macierzowego

(A= X)X =0.

Zbiér wektoréw wiasnych macierzy A € M, (K) odpowiadajacych wartosci wlasnej A wraz z
wektorem zerowym tworzy podprzestrzen przestrzeni M, (K) (jest to jadro macierzy [A — AI]).
Podprzestrzen te oznaczamy symbolem V) i nazywamy przestrzenia wtasng odpowiadajaca war-

tosci wlasnej A.

Przyklad 2. Wyznaczymy wartosci wlasne i wektory wlasne macierzy A z przyktadu 1.

01 0—x 1
A= Xa(A) = det(A—\T) = = SA1=M)—2 = A2-A—2 = (A=2)(A+1)
2 1 2 1-)\

Wartosci wtasne to: A\y =2, Ay = —1.

Wyznaczymy odpowiadajace im wektory wtasne.

Dla A\; = 2 rozwigzujemy réwnanie (A— X -1)-X =0, czyli (A—2I)-X =0.

Przeksztatcamy macierz rozszerzong réwnowaznego uktadu réwnan

-2 110 Yy =2x
—>[_2 10} — 2r+y=0 <
2 —11]0 reR
T T 1
Stad wektor wlasny X = = =z
Y 2z 2

1 1
Dla A\ = 2 przykladowy wektor wtasny to X; = , a przestrzen wlasna V5 = Lin{ }.
2 2

Dla Ay = —1 rozwiazujemy réwnanie (A—Xo-1)-X =0, czyli (A+1)-X =0.

0+1 1 x 0
2 141 y 0

Przeksztatcamy macierz rozszerzong réwnowaznego uktadu réwnan

2
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0
0

11
2 2

Stad wektor wlasny X =

a przestrzen wlasna V_; = Lin{

[

y=-—u

z € R

}.

-1

Przyktad 3. Wyznaczymy warto$ci wlasne i wektory wlasne macierzy A =

—1-A

Xa(A) = det(A — M) = det

-3 1 0
4=X| 0 | =@2-)

—1

2
1 ‘Q—A

= (2= N2 =N =\ = (2= N21 -\

Wartosci wlasne to: Ay =1, A\g3 = 2 - podwéjna.

Wyznaczymy odpowiadajace im wektory wtasne.

—1-A

-1 =3 0
2 4 0
-1 -1 2
-3 |
4— )\

Dla Ay =1 rozwigzujemy réwnanie (A— X -1)- X =0, czyli (A—1)-X =0.

-1-1 =3 0 x
2 4—-1 0
-1 -1 2-1

-2 =3 010

2
2 3 00| —|
-1 -1 1|0
a:—l—%y:
yelR
x

y =
z

3 0

0
0
0

Przeksztatcamy macierz rozszerzong réwnowaznego uktadu rownan

!

0 1 2 0
—
0 -1 -1 1

BL = 3
L =3 !

1
0

N—= Nw

0
1

]
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3
Dla A\ =1 przyktadowy wektor wtasny to X; = | —2 |,
1
3
a przestrzen wlasna Vi = Lin{| —2 |}.
1

Dla Ay 3 = 2 rozwigzujemy réownanie (A—X-1)-X =0, czyli (A—-2[)-X =0.

-1-2 -3 0 z 0
2 4—2 0 “ly =10
z 0

Przeksztalcamy macierz rozszerzona rownowaznego uktadu rownan

-3 =3 010
—r—y=0 T =y
2 200—>[—1—100]<=> —
y,z € R y,z € R
-1 -1 010
x —y —1 0
Stad wektory wltasne X = | ¢y |=| y |=y| 1 |+2|0
z z 0 1
-1 0
Dla Ao 3 = 2 przyktadowe wektory wlasneto Xo = | 1 |iX3= |0
0 1
-1 0
a przestrzen wlasna Vo =Lin{| 1 |,| 0 |}.
0 1

Przyktad 4. Nie kazda macierz posiada wartosci wtasne.

0
Dla macierzy A = € Moya(R)  xa(A) =det(A— ) = \ =XN+1
1 0 1 -

Wielomian charakterystyczny macierzy A nie posiada rzeczywistych pierwiastkow, wiec macierz

A nie ma rzeczywistych wartosci wtasnych.

Def. Moéwimy, ze macierze A i B sa podobne, jesli istnieje macierz nieosobliwa C,

taka ze A= CBC™!.

Uwaga: Jesli macierze A i B sa podobne, to maja jednakowe wielomiany charakterystyczne.



ALcT WYKELAD 13 Z. Trebska 207

Def. Macierz A € M, y,(K) nazywamy diagonalizowalna, jesli istnieje nieosobliwa macierz

C € M,»,(K) i diagonalna macierz D € M,,,,(K), takie ze A=C-D-C™1.

Tw. Macierz A € M,,«,(K) jest diagonalizowalna wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje liniowo

niezalezny uktad n wektoréw wlasnych macierzy A.

Zalozmy, ze (X1, ..., X,,) jest liniowo niezaleznym uktadem wektoréw wlasnych macierzy
A € Mun(K), czyli istnieja Aq, ..., \, € K, takie ze AX; = A\ Xy, ..., AX, =\ X,.
Wowcezas zachodzi réwnoéé A = CDC™!, gdzie D = diag(Ay, ..., \n), C = [X1, ..., X,.].

Przyktad 5. Przeprowadzimy diagonalizacje macierzy z przyktadu 2.

1 1
Dla macierzy A = mamy liniowo niezalezny uktad (X, Xy) = ( , )
2 -1
sktadajacy sie z wektorow wlasnych dla wartoéci wtasnych \; = 2, Ay = —1.
: A0 2 0 _ 11
Stad macierz D = = , a macierz C' =
0 Ao 0 —1 2 -1

W kolumnach macierzy C' zapisane sa wektory wlasne w kolejnosci odpowiadajacej wartosciom

wlasnym zapisanym w macierzy D.

Mozna sprawdzi¢, ze zachodzi A = CDC~!.

Przyktad 6. Przeprowadzimy diagonalizacje macierzy z przyktadu 3.

-1 -3 0
Dla macierzy A=| 2 4 0
-1 -1 2
3 —1 0
mamy liniowo niezalezny uktad (Xl,XQ,X?,):( -2 1,1 1 [,|0 )
1 0 1

sktadajacy sie z wektorow wtasnych dla wartodci wtasnych \; =1, Ay =2, A3 = 2.

A 0 0 100

Stad np. macierz D= 0 X\, 0 | =0 2 0 |,
0 0 X3 0 0 2
3 1 0
a wtedy macierz C = [X1, X5, X3]=| =2 —1 0
1 0 1
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W kolumnach macierzy C' zapisane sg wektory wlasne w kolejnosci odpowiadajacej wartosciom

wlasnym zapisanym w macierzy D.

Tw. Wektory whasne macierzy A € M, «,(K) odpowiadajace réznym wartosciom whasnym sa

liniowo niezalezne.

Stw. Jesli A jest k-krotnym pierwiastkiem wielomianu charakterystycznego, to 1 < dim V), < k.

Jesli A jest jednokrotnym pierwiastkiem wielomianu charakterystycznego, to dim V) =1

Tw. Niech ya(A) = (A1 — )" - - (A — AP, gdzie \; # \; dla i # j, bedzie wielomianem
charakterystycznym macierzy A € M, (K) (k1 + ... + kp = n).
Macierz A jest diagonalizowalna wtedy i tylko wtedy, gdy dim V), = k; dla kazdego ¢ = 1, ..., m.

(Przestrzen wlasna dla kazdej wartosci wlasnej ma wymiar réwny krotnosci tej wartosci wlasnej.)

Whniosek. Jesli macierz A € M,,,(K) ma n réznych wartosci whasnych,

to jest diagonalizowalna.

Przyktad 7. Nie kazda macierz jest diagonalizowalna.

2 -1 2
Dla macierzy A=| 5 -3 3
-1 0 =2
2—X -1 2
mamy xa(A) = det(A — A\I) = det 5  —3—-2\ 3 = —(1+ N3
—1 0 —2—=A
Macierz A posiada potrdjng wartos¢ wlasng A = —1.

Wyznaczymy wektory wtasne.

Dla A = —1 rozwiazujemy réwnanie (A—X-1)- X =0, czyli (A+1)-X =0.

(041 1 2 :1: 0
5 —-3+1 3 1y =10
1 0 -2+1 p 0

Przeksztatcamy macierz rozszerzong réwnowaznego uktadu réwnan

3 -1 210 0 -1 -1/0

01 1]0 1 0 1]0
5 -2 3|0 — 0 -2 =2/0| — —

1 0 1]0 01 1]0
-1 0 —-1]0 -1 0 —-11]0
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r+2z2=0 rT=—z x -z -1
zeR zeR z z 1
-1 -1
Dla A = —1 przykladowy wektor wlasny to X; = | —1 |, a przestrzen V_; = Lin{| —1 |}.
1 1

Wymiar przestrzeni wtasnej V_; jest rowny 1, wiec jest mniejszy od krotnosci wartosci wtasne;j.

W takiej sytuacji macierz A nie jest diagonalizowalna.

Stw. Jesli A= C - diag(\y, ..., \,) - C71, to dla dowolnego wielomianu w(z) zachodzi réwnosé

w(A) = C - diag(w(\y), ..., w(\,)) - C .

Przyktad 8. Mozemy tatwo wyznaczy¢ potegi i wielomiany macierzy diagonalizowalnych. np.

macierz A% dla A= C-D-C™!, gdzie C - macierz nieosobliwa, D = diag(\i, A, ..., \,)-
Mamy A = (¢.D-c)" =¢.p.c*.c.D.C'....C.D-C-C-D-C" =
—C.D-(C-C)-D-C-..C-D-(C-C)-D-C'=C-D-1,-D-I,-D...-I,-D-C' =

= C-DWY0. 1 = O [diag( M, Ay - . o, A)]10 - O = O - [diag(AL0, A0, A\L00)] . O

Stw. Jesli macierz A = C - diag(\y, ..., \,) - C7! jest odwracalna, to

11
AT =C - diag(~—, ..., —)-C".
¢ diag(5-, . 3) - C

(Jesli A jest wartoscia wlasna macierzy A, to % jest wartoscig wlasng macierzy A1)

Uwaga: Jesli X jest wektorem wlasnym macierzy A, a A jest odpowiadajaca mu wartoscia wita-
sna, to wektor X bedzie tez wektorem wlasnym macierzy A" oraz macierzy A~! i odpowiadaé¢ mu

1
bedzie wartosé wlasna A" (i odpowiednio X)

Tw. (Cayleya-Hamiltona)

Jezeli xa4(\) jest wielomianem charakterystycznym macierzy A, to xya(A) = 0.

Przyktad 9. Zastosowanie tw. Cayleya-Hamiltona.

Mozemy wyznaczy¢ potegi macierzy nie mnozac jej przez siebie.
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Niech A =
2 1

1
] - macierz z przyktadu 2.

Wezesniej zostal wyznaczony jej wielomian charakterystyczny xa(A) = A2 — X — 2

Zgodnie z tw. Cayleya-Hamiltona zachodzi réwnos$¢ xa(A) = 0, czyli A% — A — 2 = 0. Stad
mozemy wyliczy¢ kolejne potegi macierzy A.

A2 =A+2]

AB=A-A2=A-(A+2])=A*+2A=A+2[+2A=3A+2]

At =A - A3=A.-(BA+2I) =3A2+24A=3(A+2]) +2A=5A+61 it.d.

WARTOSCI I WEKTORY WLASNE PRZEKSZTALCEN LINIOWYCH

Niech V' — przestrzen liniowa nad K, ¢ :V — V — przeksztalcenie liniowe.

Def. Skalar A\ € K nazywamy wartoscig wlasng przeksztatcenia ¢, jesli istnieje niezerowy wek-
torv eV, takize ¢(v) = A-v.
Wektor v nazywamy wtedy wektorem wtasnym przeksztatcenia ¢ odpowiadajacym wartosci

wlasnej A.

Przyktad 10. Niech ¢ : R?* — R? - przeksztalcenie liniowe, ¢((z,y,2)) = (2z,0,0).
Sprawdzimy, czy podane wektory sa wektorami wtasnymi tego przeksztaltcenia.
v1 = (1,0,0) = o(v1) = ¢((1,0,0)) = (2,0,0) =2-(1,0,0) = 2 - vy,

wiec vy jest wektorem wlasnym przeksztatcenia ¢ dla A\ = 2;

ve = (5,0,0) = o¢(v2) = ¢((5,0,0)) = (10,0,0) =2-(5,0,0) = 2 - vy,

wiec vy jest wektorem wlasnym przeksztatcenia ¢ dla A\ = 2;

v = (0,1,0) = ¢(vs) = ¢((0,1,0)) = (0,0,0) = 0-(0,1,0) = 0 - vs,

wiec vs jest wektorem wlasnym przeksztatcenia ¢ dla A = 0;

vs = (0,0,1) = @(vs) = ¢((0,0,1)) = (0,0,0) = 0-(0,0,1) = 0 - vy,

wiec vy jest wektorem wlasnym przeksztatcenia ¢ dla A = 0;

vs = (0,1,1) = ¢(v5) = ¢((0,1,1)) = (0,0,0) = 0-(0,1,1) = 0 - vs,

wiec v5 jest wektorem wlasnym przeksztatcenia ¢ dla A = 0;

Ve = (17 170) - ¢(U6> - ¢((1, 170)) = (27070) 7é A (17 170)7
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wiec vg nie jest wektorem wlasnym przeksztatcenia ¢.

Tw. Zbior wektoréw wiasnych przeksztatcenia liniowego ¢ odpowiadajacych tej samej wartosci
wlasnej A wraz z wektorem zerowym tworzy podprzestrzen przestrzeni V. Oznaczamy ja V)

i nazywamy podprzestrzenig wlasng przeksztatcenia ¢ dla wartosci wlasnej .

Przyktad 11. Niech ¢ : R® — R? bedzie symetrig wzgledem pewnej plaszczyzny I zawierajace;
punkt (0,0,0).

Zauwazmy, ze wektor v prostopadty do ptaszczyzny II jest wektorem wtasnym tego przeksztatcenia,
gdyz ¢(v) = —v=—-1-v (dla A= —1)

Niezerowy wektor u nalezacy do ptaszczyzny II jest tez wektorem wtasnym tego przeksztatcenia,
gdyz p(u) =u=1-u (dla A =1).

Wektor ktoéry nie jest ani prostopadtly do Il ani nie nalezy do II nie jest wektorem wlasnym tego
przeksztatcenia, bo jego obraz nie nalezy do prostej wyznaczonej przez kierunek tego wektora.
Taka symetria ma dwie podprzestrzenie wtasne:

Vi =11 - ptaszczyzna II;

V_1 = [LII - prosta prostopadta do II.

Jak wyznaczyé wektory i wartosci wtasne przeksztatcenia liniowego?

Niech A - baza skonczenie wymiarowe] przestrzeni V.
Wektor v € V jest wektorem wlasnym przeksztalcenia ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy M4(v) jest

wektorem wlasnym macierzy M+ (¢).

Niech A, B - r6zne bazy skonczenie wymiarowe]j przestrzeni V.

Macierze M+ () i ME(p) sa podobne, zatem maja jednakowe wielomiany charakterystyczne.

Def. Wielomianem charakterystycznym przeksztatcenia liniowego ¢ nazywamy wielomian

charakterystyczny macierzy M4 (), gdzie A jest dowolng baza przestrzeni V. Ozn. x,(A).

Wartosci wilasne przeksztalcenia sa pierwiastkami wielomianu charakterystycznego tego prze-

ksztatcenia. Wspotrzedne wektoréw witasnych w bazie A wyznaczamy rozwigzujac rownanie
(MZ(p) = A)- X =0

(dla kazdej wartosci wlasnej osobno).
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Przyktad 12. Wyznaczymy warto$ci wlasne i podprzestrzenie wlasne przeksztatcenia liniowego
¢: R =R o((z,y,2)) = (2r —y + 22,52 — 3y + 3z, —x — 22).
Macierz tego przeksztatcenia w bazach kanonicznych to
2 -1 2
Mgg’(qﬁ) =A=| 5 -3 3 | — macierz z przyktadu 7.
-1 0 =2

Mamy juz wyznaczone jej wartosci i wektory wtlasne.

-1
Macierz A ma potrojng wartos¢ wtasng A = —1, a przyktadowy wektor wtasny to X; = | —1 |,
1
-1
a jedyna podprzestrzen wlasna tej macierzy to V_; = Lin{| —1 |}.
1
W takiej sytuacji wektor wtasny tego przeksztatcenia dla wartosci wlasnej A = —1

zapiszemy jako vy = (—1,—1,1),

a odpowiednia podprzestrzen wlasna to V_y = Lin{(—-1,—-1,1)} = {(—z, —z,z) : = € R}.

Stw. Wektory wlasne przeksztalcenia liniowego ¢ : V' — V odpowiadajace réznym wartosciom

wlasnym sg liniowo niezalezne.

Tw. Niech ¢ : V' — V bedzie przeksztalceniem liniowym, B = (v, ...,v,) - baza przestrzeni V.
Macierz M§ () jest macierza diagonalna wtedy i tylko wtedy, gdy baza B sktada si¢ z wektoréw
wtasnych przeksztatcenia .

Wtedy wyrazy z gléwnej przekatnej macierzy M (p) to wartosci wlasne przeksztalcenia ¢

odpowiadajace kolejnym wektorom wtasnym z bazy B.

Tw. Baza skonczenie wymiarowej przestrzeni V sktadajaca sie z wektorow wtasnych przeksztal-
cenia ¢ istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy suma wymiaréw wszystkich podprzestrzeni wtasnych

przestrzeni V' wyznaczonych przez przeksztalcenie ¢ jest rowna wymiarowi przestrzeni V.
Jedli chcemy sprawdzi¢, czy dla danego przeksztalcenia liniowego ¢ : V' — V istnieje baza B

sktadajaca sie z wektoréw wiasnych tego przeksztacenia, a znamy macierz M4 (¢), gdzie A jest

pewng baza przestrzeni V, to wystarczy sprawdzi¢, czy macierz M4 (¢) jest diagonalizowalna.

10
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Jesli tak jest, czyli istnieje nieosobliwa macierz C' oraz diagonalna macierz D, takie, ze zachodzi
rownosé

M3(¢)=C-D-C7,
to wyrazy na przekatnej macierzy D sa wartosciami wlasnymi przeksztatcenia ¢, a odpowiadajace
im wektory wlasne tego przeksztatcenia zapisane sg w kolumnach macierzy C.

Mamy wigc D = ME(¢) - macierz przeksztalcenia ¢ w bazie sktadajacej sie z wektoréw wiasnych

przeksztatcenia ¢;

C = M5 (id) - macierz zmiany bazy i zachodzi réwno$é
M(¢) = MZ(id) - M§(¢) - Mg (id).

Przyktad 13. Niech ¢ : R?* — R? - przeksztalcenie liniowe.
B=((1,-3,0),(0,—1,1),(3,—-2,1)) - baza przestrzeni R3,
1 00
Mg(¢)=A=10 0 0
00 2

Na podstawie podanych informacji mozna stwierdzi¢, ze baza B sktada sie z wektoréw wlasnych

przeksztalcenia ¢ (gdyz macierz przekszalcenia w tej bazie jest diagonalna).

Liczba 1 jest wartoscia wtasna dla wektora (1, —3,0), wiec ¢((1,-3,0)) = (1,—3,0).

Liczba 2 jest wartoscia wlasng dla wektora (3, —2,1), wiec ¢((3,—-2,1)) = 2(3,—-2,1) = (6, —4,2).
Liczba 0 jest warto$cia wtasna dla wektora (0,—1,1), wiec ¢((0,—1,1)) = (0,0,0).
Podprzestrzen wtasna Vi = Lin{(0, —1,1)} jest jednoczesnie jadrem tego przeksztalcenia.

Wektory wtasne dla niezerowych wartosci wlasnych generuja obraz tego przeksztalcenia, czyli

przestrzen Im ¢ = Lin{(1,-3,0),(3,—2,1)}.

11



