ALGT WYKEAD 10 207 7. Trebska

PRZESTRZENIE LINIOWE

Def. Przestrzenia liniowa (wektorowa) nad K nazywamy trojke ((V, +), (K, ®,®), )
o nastepujacych wtasnosciach:
1) (V,+) jest grupa przemienna,
2) (K, @, ®) jest ciatem,
3)  :KxV —V jest dzialaniem zewnetrznym ciata K na zbiér V'
spetniajacym dla dowolnych «, 8 € K i dowolnych u,v € V nastepujace warunki:
I° (adpf)-v=a-v+p-v
2 a-(ut+v)=a-ut+a-v
3 a-(fv)=(a0f)-v
4° 1-v=w (gdzie 1 oznacza jedynke ciala K).

Elementy zbioru V' nazywamy wektorami, elementy zbioru K nazywamy skalarami.

Dziatanie - nazywa sic mnozeniem wektoréw przez skalary.

Przyktad 1
1. Przestrzen R2? nad R

Wektory: vy = (z1,11), v2 = (22,%2), o €R
Dodawanie: vy + vy = (1 + 22, y1 + ¥2)

mnozenie przez liczbe: « - v = (axy, ay)

2. Przestrzen R” nad R, n € N
Wektory: vy = (z1,%2,...,2,), V2= (Y1,Y2,---,Yn), @ ER

Dodawanie: vy + v = (x1 + 21, T2 + Yo, . -, Tp + Yn)

mnozenie przez liczbe rzeczywista: «a - v = (axy, axs, . .., axy,)

3. Przestrzen C" nad C
Wektory: vy = (21,29,...,2n), U2 = (wi,ws,...,w,), 2z €C, wpeC, XeC

Dodawanie: vy 4+ vy = (21 + w1, 29 + Wa, . . ., 2, + Wy)

mnozenie przez liczbe zespolona: A - vy = (Az1, Aze, ..., Az,)

3a. Przestrzen C nad C — szczegdlny przypadek C" nad C dlan =1
Wektory to liczby zespolone: v; = z, vy =w, skalar A € C

Dodawanie: wv; + vy = 2z +w, mnozenie przez liczbe zespolona: A -wv; = Az.
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4. Przestrzen C nad R
Wektory to liczby zespolone: v; = z, vy = w, skalar - liczba rzeczywista a € R

Dodawanie: vy + v = z 4+ w, mnozenie przez liczbe rzeczywista: o - vy = az.

5. R[z] nad R — przestrzen wielomianéw o wspolczynnikach rzeczywistych
wi(x) =ag+ @z + ...+ ax", wo(z) =by+bix+...+byz™, «a€R
dodawanie: (wy + we)(x) = wy(x) + wo(z) = ag +bo + (a1 + b))z + ...

mnozenie przez liczbe rzeczywista: (- wq)(z) = a - wy(x) = aag + aayz + ... cax™

5a. R, [z] nad R — przestrzen wielomianéw rzeczywistych stopnia co najwyzej n

6. Clz] nad C — przestrzen wielomianéw o wspotezynnikach zespolonych

6a. C,[z] nad C — przestrzen wielomianéw zespolonych stopnia co najwyzej n

Element neutralny grupy (V,+) nazywamy wektorem zerowym i oznaczamy O.
Wektor przeciwny do v € V' w grupie (V, +) oznaczamy symbolem —uv.

Réznica wektoréw v —u = v+ (—u) dla v,u € V.

Przyktad 2.

e W przestrzeni R” nad R wektor zerowy to 0 = (0,0,...,0) € R",

wektor przeciwny do v = (x1,29,...,2,) to —v = (=21, —Ta,...,—Ty)

e W przestrzeni wielomianéw R[z] nad R wektor zerowy to wielomian staty réwny 0,

wektor przeciwny do w(z) = ag+ a1z +...+a,2", to (—w)(z) = —ag—arx—...—a,z".

Tw. 1. Niech V' bedzie przestrzenia liniowa nad K, v € V, a € K.
Wowezas

lLav=0&a=0Vv=0

2. (—a)-v=a-(—v) = —(aw)

Podprzestrzenie

Jeslif: X - YiAC X, tofunkcje p : A — Y taka, ze dla kazdego x € A zachodzi ¢(x) = f(x)
nazywamy obcieciem funkcji f do zbioru A.

Stosujemy oznaczenie: ¢ = f|a.

Def. Podzbior W C V' z odpowiednimi dziataniami nazywamy podprzestrzenia przestrzeni

(V. 4),K,-), jesli trojka (W, +|w), K, -|w) jest przestrzenig liniowa.
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Tw. 2. Niech ((V,+),K, ) bedzie przestrzenig liniowa.
Trojka (W, +),K, ), gdzie W C Vijest podprzestrzenia przestrzeni V wtedy i tylko wtedy, gdy

1 Yo,weW v+weW (addytywnosé)
20 YVaeKYveW aveW (jednorodnosé)
(lub réwnowaznie Voo € K Vo,w € W av +w € W).

Uwaga: Z warunku jednorodnosci dla o = 0 wynika, ze do kazdej podprzestrzeni dowolnej

przestrzeni nalezy wektor zerowy.

Witasnosci podprzestrzeni

e Jesli 0 — wektor zerowy przestrzeni liniowej V', to {0} jest podprzestrzenia przestrzeni V.

Taka podprzestrzen nazywa si¢ przestrzenia zerowq lub trywialng.

e Kazda przestrzen liniowa jest swoja wtasng podprzestrzenia, ktéra nazywamy

podprzestrzeniag niewtasciwa.

e Jesli U i W sa podprzestrzeniami przestrzeni liniowej V/,

to U NW jest podprzestrzenia V.

e Jesli U i W sg podprzestrzeniami przestrzeni liniowej V,

toU+W ={u+w:uecUAwe W} jest podprzestrzenia przestrzeni V.

Przyktad 3. Sprawdzimy, czy podane zbiory sg podprzestrzeniemi przestrzeni R2.

a) Wy ={(z,y) eR?*: y=0} ={(x,0): z € R} CR?

Zbior Wi mozemy traktowaé jak prosta na plaszczyznie.

Sprawdzamy warunki z twierdzenia 2.

WeZzmy dowolne dwa wektory ze zbioru Wi: wy = (21,0), we = (22,0) iliczbe « € R. Wtedy
wy + we = (21,0) + (x2,0) = (1 + x2,0) € Wi, bo spelnia warunek y =0

takze a-w; = a- (x1,0) = (ax1,0) € Wi, bo spetnia warunek y = 0.

Widzimy wiec, ze zarowno suma dowolnych wektoréw ze zbioru Wi jak i wielokrotnos¢ wektora

ze zbioru Wi nalezg do zbioru Wi, wiec Wi jest podprzestrzenig przestrzeni R?.

b) Wy = {(x,y) € R*: z+2y =0} CR?
Ten zbior tez jest prostg na plaszczyznie.
WeZzmy dowolne dwa wektory ze zbioru Wa: wy = (21,y1), we = (x2,y2) i liczbe a € R.

Zachodza rownosci: x1 + 2y; = 0 oraz x5 + 2y, = 0 charakteryzujace wektory zbioru Wh.
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Po dodaniu réwnosci stronami dostaniemy: (27 + z2) + 2(y1 + y2) = 0,
wiec odpowiednia rownos¢ bedzie tez spetniona dla wspotrzednych sumy tych wektoréow, czyli
wy + wy = (21 + T, Y1 + y2) € W

Jesli wektor wy pomnozymy przez liczbe «, to dostaniemy wektor « -w; = (axy, ay;),

ktéry rowniez nalezy do Wy, bo jesli x1 +2y; =0 = a(z; + 2y;) = 0.

Zbiér Wo jest podprzestrzenig przestrzeni R2.

c) Wy ={(z,y) e R?*: =1} C R?

Wezmy wektor ze zbioru W3 np. w = (1, 1) oraz liczbe np. o = 2.

Po przemnozeniu dostaniemy o -w =2-(1,1) =(2,2) & Ws.

Nie jest spelniony warunek z tw. 2, wiec zbiér W3 nie jest podprzestrzenia przestrzeni R2.

Mozna tez zauwazy¢, ze wektor zerowy 0,0) nie nalezy do zbioru W, wiec nie jest to podprze-

strzen.

Przyktad 4. Sprawdzimy, czy zbior W = {w € R[z] : w(2) =0} jest podprzestrzenia

przestrzeni wielomianéw R[z].

Wezmy dowolne dwa wielomiany wy, we € W oraz liczbe a € R.

Sprawdzimy, czy w; +wy € Wi czy aw; € W.

(w1 + we)(2) = wi(2) + wy(2) =0+ 0 =0, wiec warunek dla sumy wektéréw jest spetniony.
(cwy)(2) = aw;y(2) = a - 0 = 0, wigc warunek dla wielokrotnosci wektora tez jest spetniony.

Zbiér W jest wiec podprzestrzenia przestrzeni R[z].

Przyktad 5.

Sprawdzimy, czy podane zbiory sa podprzestrzeniemi przestrzeni R*.

Niech W, = {(z,y,2,t) eR*: 2=0A t=0} = {(x,9,0,0): x,y € R} CR*
Jest to podprzestrzen przestrzeni R*.

Niech Wy = {(z,y,2,t) eR*: 2=0A y=0}={(0,0,2,t): 2,t e R} CR?

To tez jest to podprzestrzen przestrzeni R*.

a) Sprawdzimy, czy W; N W, jest podprzestrzenig R*.

WinWy,={(x,y,2,t): xt=0 A y=0A2=0 A t=0}=1{(0,0,0,0)} = {0}

Przeciecie podanych przestrzeni jest podprzestrzenia zerows.
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b) Sprawdzimy, czy W; U W, jest podprzestrzenig R?.
WiuWy ={(z,y,2,t): (x=0 A y=0)V (z=0 A t=0)}
WeZzmy dwa wektory ze zbioru Wy U Wy vy = (1,1,0,0), vy = (0,0,1,1).

Ich suma vy +wvy = (1,1,1,1) € W, wigc W; U W nie jest podprzestrzenig R*.

c) Sprawdzimy, czy W; + Wy jest podprzestrzenig R%.
Wi+ Ws = {(2,9,0,0) + (0,0, 2,t) : x,9,2,t € R} ={(z,y,2,t) € R} =R*

Suma algebraiczna przestrzeni W, i Wy jest przestrzenig R* jest wiec jej niewtasciwg podprze-

strzenig.

Interpretacja geometryczna podprzestrzeni

e Podprzestrzenie przestrzeni R? to: podprzestrzen zerowa, cata przestrzen R? oraz proste

przechodzace przez punkt (0,0).

e Podprzestrzenie przestrzeni R? to: podprzestrzen zerowa, cata przestrzen R® oraz proste

przechodzace przez punkt (0,0,0), a takze plaszczyzny do ktoérych nalezy punkt (0,0,0).

Kombinacje liniowe i uklady wektorow

Def. Niech V' - przestrzen liniowa nad cialem K, aq,as,...,a, € K, v,09,...,v, €V, neN.
Wektor ayv; + agvs + ... + v, nazywamy kombinacjg liniowa wektorow vy, vg, ..., vy,

o wspotezynnikach aq, as, ..., ay,.

Zbiér wszystkich kombinacji liniowych wektoréow vy, vs, ..., v, z przestrzeni V nad cialem K
oznaczamy Lin{vy,va, ..., v, },
tzn. Lin{vy, vy, ..., v} = {oqv1 + agvg + ... + auuy, g, o, ..., € K}

Przyjmujemy dodatkowo, ze Lin{(0} = {0}.

Uwaga. Dla dowolnych wektoréw vy, vg, ...,v, € V' Lin{vy,vs, ..., v,} jest podprzestrzenia
przestrzeni V. Przestrzen Lin{vi,ve, ..., v,} nazywamy przestrzenia rozpieta przez wekto-

ry vy, vs, ..., v, lub przestrzeniag generowang przez te wektory.

Przyktad 6. Przyklady w przestrzeni R3.

e Przestrzen generowana przez dwa niezerowe wektory moze by¢ ptaszczyzna lub prosta.
Lin{(1,0,0),(0,1,0)} - ptaszczyzna z = 0;
Lin{(1,0,0),(2,0,0)} - prosta opisana uktadem réwnan: y = 0, z = 0;
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e Przestrzen generowana przez trzy niezerowe wektory moze byé calg przestrzenig R?
lub ptaszczyzna, lub prosta.
Lin{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} - cala przestrzen R3:
Lin{(1,0,0),(0,1,0),(1,1,0)} - plaszczyzna z = 0;
Lin{(1,1,1),(—-1,—1,-1),(2,2,2)} - prosta opisana uktadem réwnan: z =z, y = =.

Def. Niech vy, vs, ..., v, - wektory z przestrzeni V nad cialem K.

Ciag (v, ve, ..., v,) nazywamy ukladem wektoréw w przestrzeni V nad ciatem K.
Poduktadem uktadu (vy,vs, ..., v,) nazywamy uktad (v;,, vi,, ..., v;, ),

gdzie 1 <11 < ... <1 < n.

Dodatkowo wprowadza sie pojecie uktadu pustego, ozn. ().

Def. Niech oy, s, ...,a,, € K. Uklad wektorow (vq,vs, ..., v,) W przestrzeni liniowej V' nad K

nazywamy liniowo niezaleznym, jesli zachodzi implikacja:

a1 +aovs + ...+ o, =0=>01 =ay=... =q, =0.
W przeciwnym wypadku uktad (vq,vs, ..., v,) nazywamy liniowo zaleznym.
Przyjmujemy, ze uktad pusty jest liniowo niezalezny.
Przyktad 7.

Sprawdzimy, czy uklad wektoréw (vi,vq,v3) = ((0,1,—2),(1,2,—1),(1,0, 3)) przestrzeni R? jest

liniowo niezalezny.

Rozwiazujemy réwnanie «(0,1,—-2) + (1,2, —1) +~(1,0,3) = (0,0,0)

rownowazne uktadowi rownan:

f+y=0 v=-p V=0
a+26=0 = a=—-203 = a=-20
—2a—fB+3y=0 43— B—38=0 BeR

Uktad réwnan posiada nieskonczenie wiele rozwigzan, nie tylko rozwigzanie zerowe,
wiec badany uktad wektoréw jest liniowo zalezny.
Jednym z rozwigzan jest np. § =1, = —2,v = —1, co oznacza, ze —2v; + vy — v3 = 0,

a stad dostajemy vy = 2v; + v3, czyli wektor vy jest liniowa kombinacjg wektorow vy i vs.

Stw. Uktad wektoréow jest liniowo zalezny wtedy i tylko wtedy, gdy jeden z wektoréw uktadu

mozna wyrazi¢ w postaci kombinacji liniowej pozostatych.

Uwaga: Sytuacje kiedy tatwo mozna stwierdzi¢, czy uktad wektoréw jest liniowo zalezny czy

liniowo niezalezny:

1. Jesli wektor zerowy jest jednym z wektorow uktadu, to taki uktad jest liniowo zalezny;

6
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2. Uktad dwoch niezerowych wektorow jest liniowo zalezny < jeden z wektoréw jest wie-

lokrotnoscig drugiego.
3. Uktad sktadajacy sie z jednego wektora jest liniowo zalezny < jest to wektor zerowy.
4. Kazdy poduktad uktadu liniowo niezaleznego jest liniowo niezalezny.

Przyktad 8. W przestrzeni R?

a) uktad ((1,2)) jest liniowo niezalezny;

b) uktad ((0,0)) jest liniowo zalezny;

c) uktad ((1,2),(0,0)) jest liniowo zalezny;

d) uktad ((1,2),(3,6)) jest liniowo zalezny;

e) uktad ((1,2),(1,1)) jest liniowo niezalezny;

e) uktad ((1,2),(0,1),(3,1)) jest liniowo zalezny, bo (3,1) =3-(1,2) —5-(0,1);

Bazy przestrzeni liniowych

Def. Niech V' bedzie przestrzenia liniowa nad cialem K.
Uktad (vy, ..., v,) wektoréw z przestrzeni V nazywamy baza przestrzeni V', jesli
1° uktad (vy, ..., v,) jest liniowo niezalezny,

2° Lin{vy,...,v,} =V (uktad (vq,...,v,) rozpina przestrzen V).

Warunek 2° jest réwnowazny warunkowi: Yw € V' day,...,q, € K w = v + ...apv,,

tzn. kazdy wektor z przestrzeni V mozna wyrazi¢ w postaci kombinacji liniowej wektorow
vy, ..., Up. 4 warunku 1° wynika, ze przedstawienie to jest jednoznaczne.

Skalary a1, ..., a,, nazywamy wspoélrzednymi wektora w w bazie (v1, ..., v,).

Przyjmujemy, ze baza przestrzeni zerowej jest uktad pusty.

Przyktad 9.
Sprawdzimy, czy uktad wektoréw A = (vy,vq,v3) = ((0,1,0),(1,0,1),(0,1,—-3))

jest baza przestrzeni R3.

1. Sprawdzamy liniowa niezaleznos$¢ uktadu.

Warunek awv; + Bvg +yv3 =0 jest rownowazny uktadowi rownan:

p=0 p=0
a+v=0 = a=20
f—3y=0 v=0

Uktad rownan posiada jedynie rozwigzanie zerowe, wiec badany uktad wektoréw jest liniowo

niezalezny.
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2. Sprawdzamy, czy kazdy wektor przestrzeni R® mozna przedstawié¢ jako liniows kombinacje
wektorow vy, ve, v3. Czy dla dowolnego wektora (x,y, z) mozna znalezé liczby a, b, ¢
takie, ze (x,y, z) = avy + bvg + cv3?

Rownos¢ powyzsza zapiszemy jako uktad réwnan:

b:a’,‘ b:ZE
a+c=vy = c:%x—%z
b—3c==z a=y—3r+32

Okazuje sig, ze dla dowolnego wektora (x,y, z) mozna dobraé¢ wspoétezynniki a, b, ¢, wiec uktad
A = (v1,v9,v3) jest bazg przestrzeni R3.

Kazdy wektor przestrzeni R® mozemy wyrazi¢ w bazie A podajac jego wspohrzedne.

Na przyktad wektor (6,1, —3) ma w tej bazie wspdlrzedne: (—2,6,3) 4,

bo (=2,6,3) 4 = —2v; + 6vy + 3v3 = (6,1, —3).

Tw. 3. Jezeli uktady (vy,...,v,) oraz (wy, ..., w,,) sa bazami przestrzeni V', to n = m.

W przestrzeni liniowej mozna wybraé jej baze na wiele sposobow, ale kazda baza sktadaé sie

bedzie z takiej samej liczby wektorow.

Def. Przestrzent wektorowa majaca (skoriczona) baze nazywamy skonczenie wymiarows.
Jezeli V' jest skonczenie wymiarowa przestrzenig wektorows, to liczbe elementéw bazy przestrze-
ni V' nazywamy wymiarem przestrzeni V' i oznaczamy symbolem dim V.

Jezeli zaden skonczony uktad niezerowej przestrzeni V' nie rozpina calej przestrzeni V,

to mowimy, ze V' jest przestrzenia nieskonczenie wymiarows.

Przyktad 10.

e Bazg przestrzeni R? jest na przyktad ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)), dimR3 = 3.
Kazdy uktad liniowo niezalezny wektoréw przestrzeni R3 moze sie sktadaé¢ co najwyzej z

trzech wektorow.
e Baza przestrzeni Ry[z] jest na przyklad (22, z,1), dimRy[z] = 3.

e Przestrzen wielomianéw R[z]| nie posiada skoniczonej bazy.

Tw. 4. Niech V' bedzie niezerowa przestrzenia liniowa.
Nastepujace warunki sa rownowazne:

(1) Uktad (v1,...,v,) jest baza przestrzeni V.

(2) Uktad (vy, ..., v,) jest liniowo niezalezny i dim V' = n.
(3) Lin{vy,...,v,} =V idimV = n.

(4) Uktad (v1, ..., v,) jest maksymalnym liniowo niezaleznym uktadem w przestrzeni V.

8
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Niech 1 oznacza jedynke ciata K, 0 - zero ciata K.
Uktad ((1,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,0, ..., 1)) jest baza przestrzeni K" nad K.
Baze te oznaczamy symbolem &, i nazywamy bazg kanoniczng (standardows) przestrzeni

K" nad K. Wektory z tej bazy nazywamy wektorami jednostkowymi i oznaczamy ey, es, . .., €,.

Przestrzen wielomianéw K, [t] nad K ma wymiar n + 1. Baza kanoniczna (standardowa) tej

przestrzeni to uktad (¢",t"1 ... ¢, 1).
Przestrzen C nad C jest jednowymiarowa. Baza tej przestrzeni to np. B = (1).

Przestrzen C nad R jest dwuwymiarowa. Baza tej przestrzeni to np. B = (1, j).

Kolumny i wiersze macierzy jako wektory

Uwaga. Kolumny macierzy A € M,,«,(K) mozemy interpretowaé jako wektory z przestrzeni
K™, a wiersze jako wektory z przestrzeni K.

Niech A; oznacza j-ta kolumne, za§ A" oznacza i-ty wiersz macierzy A.

Wtedy rzad macierzy A, r(A) = dim Lin{A;,..., A, } = dim Lin{A', ..., A™}.

Rzad macierzy jest rowny maksymalnej liczbie liniowo niezaleznych kolumn (wierszy) macierzy.

Macierz ukladu wektoréw, macierz zmiany bazy

Niech V' bedzie skoniczenie wymiarowa przestrzenig liniowa o bazie B = (v1, ..., v,).

Dowolny wektor w € V mozemy jednoznacznie przedstawi¢ w postaci: w = ayv; + ... + @, v,.
a

Ozn. Mg(w) = | * | - macierz wspotrzednych wektora w w bazie B.
an,

Symbolem Mpg(A) bedziemy oznaczaé macierz wspéhrzednych wektoréow uktadu A w bazie B.

(W kolumnach macierzy zapisujemy wspétrzedne kolejnych wektoréw uktadu .A.)

Przyktad 11.
W przestrzeni R? baza kanoniczng jest €5 = (eq, 2, e3) = ((1,0,0), (0, 1,0), (0,0, 1)).

8

Macierzg wektora v = (z,y, 2) w bazie & jest Mg, (v) = | y

N

Tw. 5. Niech B = (vy, ..., v,) bedzie baza przestrzeni V.
Dla dowolnego uktadu A = (uy, ..., u,,) wektoréw z przestrzeni V' zachodzi réwnosé
dim Lin{uy, ..., un } = r(Mp(A)).
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Przyktad 12.
Okreglimy wymiar przestrzeni V = Lin{(2,0,0,-2),(-3,0,0,3),(0,1,0,2),(0,2,0,4)}.

Przyjmijmy oznaczenia wektoréw:
u; = (2,0,0,—-2), us = (=3,0,0,3), us =(0,1,0,2), uy = (0,2,0,4)

oraz ukladu U = (uy,us, ug, uy).

Zgodnie z twierdzeniem 5 wymiar przestrzeni V' jest réwny rzedowi macierzy Mp(U), gdzie B

jest dowolng bazg przestrzeni R*.

Wektory uy, us, us, uy mamy wyrazone w bazie kanonicznej przestrzeni R*, mozemy wiec zapisaé

2 =300
) 0 0 1 2
macierz Mg, (U) =
0 0 00
-2 3 2 4
2 =300 2 0
1 2 0 2
(Me, (U)) 00 0 0
-2 3 2 4 -2 4

Tw. 6. Niech B = (vy, ..., v,) bedzie baza przestrzeni V.
Nastepujace warunki sa réwnowazne:

(1) Uktad A = (uy, ..., u,) wektoréw z V' jest baza przestrzeni V,
(2) r(Mp(A)) = n,

(3) det Mp(A) # 0.

Uwaga: W punkcie (3) twierdzenia 6. otrzymujemy proste kryterium pozwalajace sprawdzié,
czy uktad wektorow jest baza przestrzeni - wystarczy sprawdzi¢, czy wyznacznik macierzy tego

uktadu jest niezerowy.

Przyktad 13:
Sprawdzimy, czy uktad wektorow A = (22 — 2, x + 1, z) jest baza przestrzeni Ry[x].

Zapiszmy macierz tego uktadu w bazie kanonicznej B = (2%, ,1).

1 00
Wyznacznik tej macierzy jest rowny —1, nie jest zerowy,
Ms(A)=| 0 11 y L Y ] w ] y
5 1 0 wiec uktad A jest baza przestrzeni Ry|x].

Def. Jezeli A i B sa bazami przestrzeni V, to macierz M 4(B) nazywamy

macierza zmiany bazy (lub macierzg przejscia od bazy A do bazy B).
Stw. 1. Jezeli A i B sa bazami przestrzeni V, to M4(B) = (Mg(A))~L.

10
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Stw. 2. Jezeli A i B sa bazami przestrzeni V, w € V, to Mg(w) = Mp(A) - M4(w).

Przyktad 14.

W przestrzeni R?* mamy baze kanoniczna & = (e, e3) = ((1,0),(0,1)) oraz np. baze B =
(vla U2) == ((17 1)7 (_17 1))

. . 1 -1
Macierz zmiany bazy od & do B to B = Mg,(B) =

1 1

W kolumnach tej macierzy sa zapisane wektory vy, vy bazy B wyrazone w ,zwyktych” wspot-

] |

W kolumnach tej macierzy zapisane sg wektory eq, es z bazy & wyrazone w bazie B.

rzednych (w bazie kanonicznej).

1

Macierz zmiany bazy od B do & to Mg(&E;) = B! = [ 2

N—= N

N =

Z pierwszej kolumny odczytujemy: e; = (%, —%)B = %vl — %’Ug,
1
2

z drugiej kolumny odezytujemy: es = (3,3)5 = %vl + %’Ug.

Jesli chcemy wiedzieé¢, jak wyraza si¢ jaki$s wektor w bazie B, mozemy skorzystac ze stw. 2.

Na przyktad wyrazimy wektor w = (5,1) w bazie B.

Mamy  Me, (w) = [ ? ]» stad  Mp(w) = Mg(&;) - Mg, (w) = [ :

1
2

N DN

wiec w = (3,—2)p = 3v; — 2vy (wspdlrzedne w bazie ).
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