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Wyznacznik

Def. Permutacja zbioru {1,...,n} nazywamy bijekcje o :{1,...,n} — {1,...,n}.

Zbiér wszystkich permutacji zbioru {1, ...,n} oznaczamy symbolem S,,.

1 2 . n )
o(l) o(2) ... o(n)

Uwaga. Dla zbioru n-elementowego istnieje doktadnie n! permutacji.

Permutacje zapisujemy (

Niech o bedzie permutacja zbioru {1,....n}, k,m € {1,...,n}.
Def. Pare (o(k),o(m)) nazywamy inwersja permutacji o, jesli k <m i o(k) > o(m).

) 1 23456
Przyktad 1. Niech o = € Sg
3516 2 4

Inwersje tej permuacji to: (3,1),(3,2),(5,1),(5,2),(5,4),(6,2), (6,4).
Def. Znakiem permutacji o nazywamy liczbe (—1)", gdzie r jest liczba inwersji permutacji o.
Znak permutacji o oznaczamy symbolem sgn (o).

Permutacje o nazywamy parzysta, jesli sgn (o) = 1.

Permutacje nazywamy nieparzysta, jesli sgn (o) = —1.
Znak permutacji z przykladu 1. jest réwny —1, permutacja o jest nieparzysta.

Def. Wyznacznikiem macierzy [a;;,x, nad K nazywamy element ciata K zdefiniowany wzorem

Z sgn(a) . al’g(l) . a,27o-(2) et a,w(n).
gESy

ai] ... QAip

Wyznacznik macierzy A = [a;j]nxn 0znaczamy symbolem det A, det[a;;] lub

ap1 ... App

Uwaga: Wyznacznik mozna obliczy¢ jedynie dla macierzy kwadratowych.

Uwaga: Suma w wyznaczniku sktada sie z n! sktadnikéw, potowa jest ze znakiem +, a potowa ze
znakiem —. Kazdy sktadnik jest iloczynem n czynnikéw, po jednym z kazdego wiersza i z kazdej

kolumny.
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Przyktad 2. Znane sa i tatwe do zapamietania wzory na wyznaczniki macierzy stopnia 2 i 3.

Sa to tak zwane wzory Sarrusa:

ann Az
1. detla] = a 2. = (11022 — (21012

Q21 Q22

ail aiz ais
11022033 + (12023031 + G13G21G32+
3. ag1 A2 Q23 | =

—@13022031 — A120A21033 — A11023032.
agyp asz Aas3

Dla macierzy wymiaru wickszego niz 3 rzadko oblicza si¢ wyznacznik z definicji. Raczej tylko w

przypadku tzw. macierzy rzadkich (takich ktérych wigkszosé wyrazow to zera).

Przyklad 3. Przy obliczaniu wyznacznika macierzy A =

>~ W = =

w O N
N s W O
— O N =

3

nalezaloby doda¢ 4! sktadnikéw i dla kazdego z nich wyliczy¢ znak zwigzanej z nim permutacji.

1 2 3 4

Jednym z tych sktadnikow bytby np. illoczyn a19-ag4-ass-ay; -sgn ( 0 43 1

) =2-24-4-1 = 64.

Uwaga: Korzystajac z definicji tatwo mozna wyprowadzi¢ proste wzory na wyznaczniki macierzy

tréjkatnych i diagonalnych.

Wyznacznik macierzy [a;;]nx, trojkatnej lub diagonalnej jest réwny iloczynowi jej wyrazéw

z gtéwnej przekatne;j.

W takim przypadku det|a;j], = @11 - a2 .. Gy
3 0 0 0
150
Przyktad 4. det =3-j-(-1)-1=-3j
77 342 -1 0
4 3 25 1

Tw. Dla dowolnej macierzy kwadratowej A zachodzi réwnosé det A = det AT,
Tw. Cauchy’ego. Dla A, B € M, «,(K) zachodzi r6wnosé

det(A- B) =det A - det B.

Wniosek. Dla dowolnej macierzy kwadratowej A zachodzi réwnosé det(A™) = (det A)™.
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Przyktad 5. Niech A € M3,3(R) macierz taka, ze det A = —2.

Wtedy np. det(A?) = (det A)? = (—2)* = 4,

3
det(3-A) =det(3-I3-A) =det(3-13)-det A=det | 0
0

A|C
0|B

Wyznacznik macierzy blokowej

Macierza blokowa nazywamy macierz postaci

oS W O
w o O

lub

~det A =33 (=2) = —54.

AlO

B

Y

gdzie segmenty A i B to podmacierze kwadratowe, a segment 0 jest podmacierzg samych zer.

AlC
Dla macierzy blokowych zachodzi wzor: det {T‘El = det

Przyktad 6.
1 2|13 4 5
2 116 7 8 210 0
1 2 1 2 2 3
0 02 0 0= 112 3|= “2-
2 1 2 1 1 2
0 0|1 2 3 111 2
0 0j1 1 2

Wtasnosci wyznacznikéw

=det A - det B.

Alo ]|
D|B |

—(1—-4)-2-(4—3)=—6.

1. Wyznacznik macierzy, w ktérej wiersze (kolumny) sg liniowo zalezne jest réwny 0.

7 tego wynika, ze réwny 0 bedzie wyznacznik macierzy

- ktéra ma wiersz lub kolumne sktadajaca sie z samych zer;

- w ktorej wystepuja dwa jednakowe wiersze lub kolumny;

- w ktorej jeden wiersz (kolumna) jest kombinacja liniowa innych wierszy (kolumn).

Przyktad 7.

105 215 3 0 =6
0 3]=0, 320(=0, (wi=ws) |0 0

3 07 215 1 —2
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2. Wyznacznik macierzy jest jednorodng i addytywna funkcja wierszy i kolumn macierzy.
W szczegdlnosei z dowolnego wiersza (kolumny) mozna wytaczyé rézng od zera stata

przed wyznacznik.

aiy ... ay1; A1p a1y ... Q15 ... Qip ai ... Q@ay; ... Qip
Ay ... Qg .. Ay | = X Q41 Qij Qin | = | Qi1 - QG5 ... Qi
(0755 T Apj o Qpp Qp1 --o Qpj ... Qnp apl ... QQpj ... App

Whiosek. Niech A € M, (K), a € K. Wtedy det(aA) = o™ det A.

Przyktad 8.

1 1+5 4 114 1 5 4 11 4 111 113

2 2475 5|=12 2 5|+|2 4 5|=0+5-12 1 5|=7 21 2|+12 1 3(]=0
3 345 6 3 3 6 3 5 6 316 3 1 3 3 1 3

3. Przestawienie dwéch wierszy (kolumn) powoduje, ze wyznacznik zmienia znak na przeciwny.

Przyktad 9.
5 1445 3 1 0 0

2—5 2 0|=(-1)-{2—-5 2 0|=(-1)-1-2-3=-6
1 0 O 5 1435 3

4. Warto$¢ wyznacznika nie zmienia sig, jesli do wiersza (kolumny) dodamy wielokrotnos¢ innego

wiersza (kolumny).

Przyktad 10.

5 4 3 2 504 3|2
0 213 0|2 13 2 1
(wy — 2wy) = |5]- 1] =5-10-1=50
0 68 3|=————=0/6 8|3 6 8
10 8 6 5 0[0 0|1

Def. Macierz kwadratowa A nazywamy nieosobliwg, jesli det A # 0.

W przeciwnym wypadku macierz kwadratowa A nazywamy osobliwa.
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Def. Dopetlnieniem algebraicznym wyrazu a,;; macierzy kwadratowej A = [a;;] € M, x,(K)
nazywamy skalar
Aij = (—1)i+j - det Bija

gdzie B;; jest macierza otrzymang z macierzy A poprzez usuniecie jej i-tego wiersza

oraz j-tej kolumny.

Przyktad 11.

1 4 3
Dla macierzy | 2 5 2 przyktadowe dopetnienia algebraiczne:
301
4 3
Ay = (—1)*1t. =(—1)-4=—4,
21 = (—1) 01 (=1)
1 4
Asz = (—1)313. =1-(-3)=-3.
33 = (—1) - (=3)

Tw. Laplace’a. Dla dowolnej macierzy A = [a;;]nxn Oraz i,j € {1, ...,n} zachodza réwnosci
det A = a1 - Aﬂ + a9 - Ajg + ot Qi Am
(rozwiniecie Laplace’a wzgledem i-tego wiersza)

det A = Q5 - Alj + Qgj - Agj + ...+ Qpj - Anj

(rozwiniecie Laplace’a wzgledem j-tej kolumny)

Przyktad 12.

Rozwiniecie wyznacznika wzgledem pierwszego wiersza:

102 0
2 0 1
020 1 ) 4
340 0 =1-A14+0-Ap+2-Az3+0- Ay =1-(-1)%*14 0 0 [+2-(-D*|3 4 0
0 4 -2 5 0 -2
5 0 4 -2
Rozwiniecie wyznacznika wzgledem trzeciej kolumny:
102 0
0 2 1 100
020 1 A .
B 5 0 -2 340
5 0 4 -2
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Def. Niech [A;;] bedzie macierza, ktérej wyrazami sa dopelnienia algebraiczne wyrazéw a;;

macierzy A. Macierz [A;;]7 nazywamy macierza dolaczong macierzy A i oznaczamy AP.

2 00
Przyktad 13. Niech A= | 0 1 1 |.Macierz dotaczona macierzy A to:
-1 0 1
- 4T
11 ‘ 0 1 0 1
0 1 -1 1 -1 0 T
0 0 2 0 2 0 —t POl
AP = | — | —‘ =10 2 0| =] -1 2 =2
0 1 -1 1 -1 0
-2 2 1 0 2
0 0 2 0 2 0
11 0 1 0 1

Tw. Dla dowolnej macierzy kwadratowej A zachodzi réownos¢ A - AP = AP . A= (det A) - I

1
det A

D

Wniosek. Jedli A jest macierzg kwadratows nieosobliwg, to A~ =

Wniosek. Macierz kwadratowa jest odwracalna wtedy i tylko wtedy, gdy jest nieosobliwa.

1

Whniosek. Jesli macierz A jest odwracalna, to det(A™') = .

Przyktad 14. Mozemy tatwo wyznaczy¢ macierz odwrotng do macierzy A z przyktadu 13.

2 10 0|
detA=det| 0 [1 1| =2,
110 1|
1 0 0 10 0
LTI I [
det A 2 2
1 0 2 ;01

Przyktad 15. Wyprowadzimy wzor na macierz odwrotna macierzy stopnia 2.

Niech A = a b ]
c d
b d ’ d b
detA=det | © | =ad—be, AP = I .
c d -b a —Cc a

Otrzymujemy wzor (prawdziwy, gdy ad — be # 0)

-1
a b B 1 d —b
c d ~ ad — be —c a
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Rzad macierzy

Def. Minorem stopnia k£ macierzy A,,x, nazywamy wyznacznik macierzy kwadratowej

otrzymanej z A poprzez wykreslenie m — k wierszy i n — k kolumn.

Def. Rzedem macierzy nazywamy najwiekszy stopien jej niezerowego minora.

Rzad macierzy A oznaczamy symbolem r(A) lub rank(A).

Tw. Liczba k € N jest rzedem niezerowej macierzy A wtedy i tylko wtedy, gdy
1° istnieje r6zny od zera minor stopnia k macierzy A,

2° nie istnieje rézny od zera minor macierzy A stopnia wiekszego niz k.

Uwaga. Znalezienie zerowego minora stopnia k nie oznacza, ze r(A) < k.

Stw. Dla dowolnej macierzy A zachodzi réwnosé r(A) = r(AT).

Whniosek. Rzad macierzy nie moze przekracza¢ ani liczby jej wierszy, ani liczby jej kolumn.

Rzad macierzy nie zmienia sie¢ w wyniku wykonania nastepujacych operacji:

- dodania do wiersza (lub kolumny) wielokrotnosci innego wiersza (odpowiednio kolumny),
- pomnozenia wiersza (lub kolumny) przez stata rézna od zera,

zamiany wierszy (lub kolumn) miejscami,

skreglenia zerowego wiersza (lub zerowej kolumny),

skreslenia wiersza bedacego kombinacja liniowa innych wierszy

(lub kolumny bedacej kombinacja liniowa innych kolumn).

123 4 5
Przyktad 16. Wyznaczymy rzad macierzy A = 121 3 0
3 6 7 11 10
1 3 5 5 10

Zauwazamy, ze 7(A) < 4, bo jest ograniczony przez liczbe kolumn i wierszy macierzy.

2 3

Mozemy wskazaé niezerowy minor stopnia 2, np. =—4, wiec r(A) > 2.

Gdyby udato nam sie wskaza¢ niezerowy minor stopnia 4, wiedzielibysmy, ze r(A) = 4,

ale w tym celu trzeba oblicza¢ wyznaczniki stopnia 4 (szkoda czasu).

Wykonamy na macierzy A pewne operacje, ktére nie zmienia jej rzedu.
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1) Wykonujemy operacje na wierszach takie, by uzyskaé¢ duzo zer: wy — wy; wz — 3wy; wy — wy

1 23 4 5 12 3 4 5

121 3 0 00 -2 -1 -5
r(A)=r =

3 6 7 11 10 00 -2 -1 -5

1 35 5 10 01 2 1 5

2) Skreslamy wiersz ws, bo sie powtarza.

Po skresleniu wiersza wiemy, ze r(A) < 3, bo zostaly tylko 3 wiersze.

3) Zamieniamy wiersze wy < ws, zeby tatwiej wskazaé niezerowy minor stopnia 3.

12 3 4 5 12 3
r(Ay=r|0 1 2 1 5 | =3 bominor [0 1 2 |=-2#0.
00 =2 -1 -5 00 —2

Uwaga: Ostatnia posta¢ macierzy, to tzw. postaé¢ schodkowa, w ktoérej pierwsze niezerowe
wyrazy w wierszach pojawiajg sie¢ w kolumnach w rosngcymi numerami. W pierwszym wierszu
element z kolumny I, w drugim wierszu element z kolumny II, a w trzecim wierszu element z

kolumny ITI.

Gdy mamy macierz w postaci schodkowej, gdzie nie mozna juz skresli¢ zadnego wiersza,

to rzad takiej macierzy jest rowny liczbie jej wierszy.

t—1 —t 1
Przyklad 17. Wyznaczy¢ rzad macierzy A = -1 t 1 w zaleznosci od t € R.
—t—1 0 t+1

Do kolumny I dodamy kolumne III (nie zmieni to rzedu macierzy)

t—1 —t 1 t —t 1
r(A)=r -1 t 1 =r|0 t 1
—t—1 0 t+1 0 0 t+1

Otrzymalismy macierz trojkatna o wyznaczniku t*(t + 1). Ten wyznacznik jest niezerowy, gdy
t #01t# —1. Dla takich ¢t bedzie r(A) = 3.

-1 0 1

Dla t = 0 dostajemy A = | =1 0 1 |. Mozemy skresli¢ dwa wiersze, bo si¢ powtarzaja,
-1 0 1

zostanie jeden wiersz, wiec r(A) = 1.
-2 1 1

Dla t = —1 dostajemy A = | —1 —1 1 |. Mozemy skresli¢ wiersz samych zer. Zostang dwa
0 0 0

wiersze 1 wskazemy niezerowy minor stopnia 2 np. 11 1 =2, wiecr(A) =2.




