ALGT WYKEAD 7 227 7. Trebska

FUNKCIE

DEFINICJA FUNKCJI
Niech X, Y - niepuste zbiory. Niech p C X X Y, czyli p jest relacja binarng w zbiorze X x Y.
Dziedzing relacji p nazywamy zbiér D, = {x € X : Jy € Y (z,y) € p}.

Def. Relacje binarng f C X x Y nazywamy funkcja, jesli
I.Vre X JyeY (z,y) € f (tzn. Dy = X),
2.V e X Vy, e €Y ((x,y1) € fA(x,y2) € f) = y1 =y2) (relacja jednoznaczna).

W skrocie mozemy powiedzie¢, ze funkcja odwzorowujaca zbiér X w Y jest przyporzad-

kowanie kazdemu elementowi zbioru X doktadnie jednego elementu ze zbioru Y.

Jesli takie przyporzadkowanie oznaczymy symbolem f, to sformutowanie, ze f odwzorowuje
zbior X w zbior Y zapisujemy jako

f:X—=Y.

Uwaga: Zamiast stowa funkcja uzywamy tez rownowaznie stéw odwzorowanie lub

przeksztatcenie.

Niech f: X — Y bedzie funkcja.

Zamiast pisaé¢ (z,y) € f piszemy y = f(x).
Dziedzing funkcji f nazywamy zbiér Dy = X.

Argumentami funkcji f nazywamy elementy jej dziedziny.

Element y = f(z) nazywamy wartoscig funkcji f dla argumentu = € X.

Méwimy tez, ze x przechodzi na y, lub x przechodzi na f(x), co zapisujemy jako
x—y lub  x— f(z).
Zbiorem wartosci lub przeciwdziedzing funkcji f nazywamy zbior
fX)={yeY:dweXy=[f(2)}={f(x): v X}

Jest to zbiér tych elementow y € Y, dla ktorych istnieje (niekoniecznie jeden) argument z € X
taki, ze y = f(z).
Do zbioru f(X) naleza takie elementy zbioru Y, ktére da sie otrzymacé jako f(z) dla z € X.

Wykresem funkcji f: X — Y nazywamy zbiér
I'r={(z,f(z)): 1€ X} CX xY.
Zbiér wszystkich funkcji f : X — Y oznaczamy symbolem YX.
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PRZYKEADY FUNKCJI

1. Identycznos$é. Niech X # () bedzie zbiorem. Identyczno$cig na X nazywamy funkcje

idx : X — X; idx(z) = .

2. Funkcja charakterystyczna zbioru: Niech A C X.
Funkcja charakterystyczng zbioru A nazywamy funkcje

1, gdy z€ A
XA - X — {07 1}7 XA(x) =
0, gdy x¢ A

Przyktad 1. Funkcja Dirichleta - funkcja charakterystyczna zbioru liczb wymiernych Q C R

I, gdy z€Q
XQ:R_) {071}7 XQ(x) =
0, gdy z€R\Q

Mamy np. xo(37) =1, xa(7) =0.
3. Calosé z liczby (czesé catkowita liczby). Dla x € R niech [z] € Z oznacza najwicksza

liczbe calkowita nie wigksza niz x. Catoscia z liczby nazywamy funkcje
[[:R—>R, =z [z]

Mamy w szczegblnodei: [5] =5, [-5] = =5, [4%] =4, [-43]= 5.

4. Nieskonczone ciagi o wyrazach rzeczywistych to funkcje f:N — R.

Stosowane jest oznaczenie a, = f(n).

WEASNOSCI FUNKCJI

Def. Funkcje f: X — Y nazywamy funkcjg réznowartosciowa (injekcja), jesli
Vo, xg € X 1 # 20 = f(1) # f(22).

Z praw logiki wynika, ze warunek ten jest rownowazny ponizszemu warunkowi
Ve, xe € X f(xy) = f(z2) = 21 = 29

Funkcja f jest réznowartosciowa, jesli kazda wartos¢ y € Y jest przyjmowana dla co najwyzej

jednego argumentu ze zbioru X.

Uwaga: Graf injekcji ma wtasnosc¢, ze konce strzatek dochodza do réznych punktow.
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f jest réznowartosciowa g nie jest réznowartosciowa

Uwaga: Jesli f: X - Y i XY C R to wykres funkcji réznowartosciowej ma wtasnos¢, ze

przecina dowolng prosta pozioma {(z,y): y = constans} w co najwyzej jednym punkcie.
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Def. Funkcje f: X — Y nazywamy funkcja ”"na” (surjekcja), jesli

VyeY dre X y=f(z) (czyli f(X)=Y).

Funkcja f : X — Y jest surjekcja, jesli jej zbior wartosci pokrywa sie ze zbiorem Y, czyli

kazdy element y € Y mozna otrzymac jako wartos¢ dla pewnego argumentu z € X.

Uwaga: Graf funkcji "na” ma wlasnos¢, ze do kazdego punktu ze zbioru Y dochodzi jakas

strzatka.
f —— { ———)
R =
e
|

f jest "na" g nie jest "na"

Uwaga: Jesli f: X - Y i X, Y CR i f jest surjekcja, to jej wykres przecina kazda prosta

pozioma {(z,y): y = c}, gdzie c € Y w co najmniej jednym punkcie.

Def. Funkcje f : X — Y nazywamy funkcja wzajemnie jednoznaczng (bijekcja),

jesli jest roznowarto$ciowa i "na”.

Uwaga: Graf bijekcji ma wlasnosé, ze do kazdego punktu zbioru Y dochodzi doktadnie jedna

strzalka.
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Uwaga: Interpretacja geometryczna: Jesli f : X — Y i X, Y C R i f jest bijekcja, to jej
wykres przecina kazda prosta pozioma {(z,y): y = ¢}, gdzie c € Y w dokladnie jednym

punkcie.

Przyktad 2. Niech f: X =Y, XY CR, f(x)=sinz.

Zbadamy wtasnosci funkcji f dla réznych zbioréw X 1 Y.

a) Niech f: R — R.
Taka funkcja nie jest roznowarto$ciowa, bo np. sin( = sin .

Funkcja ta nie jest surjekcja, bo nie istnieje x € R, dla ktoérego np. sinz = 7.

b) Niech f: R — [-1, 1].

Taka funkcja nie jest roznowarto$ciowa podobnie jak w a.

Taka funkcja jest surjekcja, bo dla kazdego y € [—1, 1] istnieje x € R taki, ze y = sinz,
w szczegolnosci mozemy wzigé x = arcsiny.

) T m
c¢) Niech f: [—5, 5} — R.
Taka funkcja jest roznowarto$ciowa, ale nie jest surjekcja.

T T

d) Niech f : [—5,5] — =1, 1.

Taka funkcja jest réznowartosciowa i jest "na”, wiec jest bijekcja.

Przyktad 3. Niech f:C — C, f(z)=2%
Funkcja f nie jest réznowartoéciowa, bo np. f(—2) = f(1 + jv/3) = —8.
Jest to funkcja "na”, bo dla kazdej liczby zespolonej z istnieje liczba zespolona t taka, ze z = t3

(taka liczba t jest ktérys z pierwiastkéw stopnia 3 z liczby z).

Def. Superpozycja (ztozeniem) funkcji f: X — Y ig:Y — Z nazywamy funkcje
gof: X — Z taka, ze (go f)(x) = g(f(x)) dla dowolnego = € X.

Uwaga. Superpozycja funkcji nie jest przemienna (tzn. na ogbt fog # go f), ale jest taczna,

tzn. dla dowolnych funkcji f: X - Y, ¢g:Y — Z, h: Z — W zachodzi ho(go f) = (hog)o f.
Przyktad 4. Niech f:R—-R, f(z)=¢", g:R—R, g(zr)=sinz.

Ztozenie funkcji g o f : R — R okreslone jest nastepujaco:

(g0 f)(x) = g(f(x)) = g(e”) = sin(e”).

Zas ztozenie f o g: R — R okreslone jest nastepujaco:

(fog)(z) = fg(x)) = f(sinx) = e

Sa to rézne funkcje. Funkcja g o f przyjmuje wartosci z przedziatu [—1, 1],

a funkcja f o g przyjmuje wartosci z przedziatu [e™!, e].
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Def. Funkcje g : Y — X nazywamy funkcja odwrotng do funkcji f : X — Y, jedli dla
dowolnego x € X zachodzi (g o f)(z) = x oraz (f o g)(z) = x. Funkcje odwrotna do f

oznaczamy symbolem f~1.
Uwaga: Funkcja posiada funkcje odwrotna wtedy i tylko wtedy, gdy jest bijekcja.

Uwaga: Jezeli funkcjie f : X — Y ig:Y — Z sg bijekcjami,
to istnieje funkcja odwrotna do go f, (go f)™'= fltog™

Przyktad 5.

a) Funkcja f : [—g, g} — [—1, 1], f(x) = sinz posiada funkcje odwrotna
—1.[_ T —1(,) — :

f7t-1, 1] - [ 5 2}, f~!(z) = arcsinx.

b) Funkcja f:R — R, f(x) = e” nie posiada funkcji odwrotnej,

bo nie jest surjekcja (f(R) = (0, +00)).

Funkcja ¢ :R — (0,400), g(z)=€" jest bijekcja, wiec istnieje funkcja odwrotna do g.
g1 (0,+0) = R, ¢g7'(x) =Inux.

3

25

1 y=Inx

05

0.5

Uwaga: Interpretacja geometryczna:
Jesli f: X — Y iX,Y CRiistnieje funkcja f~! odwrotna do f, to wykresy tych funkcji sa

wzajemnie symetryczne wzgledem prostej o rownianiu y = .

Przyktad 6. Wyznaczymy funkcje odwrotnag do f: R — Ry, f(x)=¢e*"1

Funkcja f jest roznowarto$ciowa, co mozna tatwo sprawdzic.
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7 wlasnosci funkcji wyktadniczej wynika, ze wyktadniki muszg byé¢ rowne: 3x; —1 = 3z — 1.
Stad dostajemy x; = x5, czyli nie mozna uzyskaé f(xq1) = f(xz), gdy z1 # xo.

Funkcja f jest surjekcja, gdyz zbior jej wartosci f(R) = R,.

Wartosci otrzymane jako y = 3z —1 wypelniaja zbiér R, gdy z € R, a wartosci e? wypetniaja

przedziat (0, +00), gdy y € R.

Aby wyznaczy¢ funkcje odwrotna do f wyznaczymy z z réwnosci y = f(x).

— 6332—1

Iny=3z—-1
l+Iny =3z

1+1Iny
T = .

1+1
Zatem [~l(y) = —|—3ny'
1+1

Ostatecznie zapiszemy f~':R, — R, f7l(z)= +3nx.

PERMUTACJE

Jesli X jest zbiorem skonczonym, to bijekcje zbioru X nazywamy permutacjami.

Niech X = {1,2,...,n}, permutacje f : X — X zapisujemy:

Sktadanie permutacji wykonujemy w nastepujacy sposob:

Przyktad 7. Rozwazmy permutacje zbioru 6-elementowego:

123 45 6 1 2 3 456
o= , T =

35 2 461 41 2 5 6 3

Wtedy dostaniemy ztozenia:

1 23456 1 23456

TOoO = , goT =

2615 3 4 4 3 56 1 2

Permutacje odwotng do danej permutacji otrzymamy zamieniajac wiersze miejscami

i porzadkujac wzgledem goérnego wiersza.
-1

1 23 456 35 2 46 1 123456
35 2 46 1 1 23456 6 3 1 4 2 5
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OBRAZY I PRZECIWOBRAZY ZBIOROW
Niech f: X =Y ACX,BCY.
Def. Obrazem zbioru A wyznaczonym przez funkcje f nazywamy zbior
F(A) = {f(x) 12 € A}.
Z definicji obrazu wynika, ze
ye f(A)edxe A y= f(o).

Uwagi:

e Dla zbior6w jednoelementowych f({a}) = {f(a)}.

e Dla zbioréw skonczonych mamy f({a1,as,...,a,}) = {f(a1), f(az2),..., f(an)}.

e Dla f: X — Y obraz zbioru X, czyli f(X) jest zbiorem wartosci funkcji f (przeciwdzie-
dzina).

Def. Przeciwobrazem zbioru B wyznaczonym przez funkcje f nazywamy zbior
fH(B)={re€X: f(z) € B}.
7 definicji obrazu wynika, ze
v € f1(B) & f(r) €B.

Z powyzszego warunku wynika, ze dla danych a € X i B CY odpowiedZ na pytanie:
Czy a € f~}(B)? jest réwnowazna odpowiedzi na pytanie: Czy f(a) € B?

Uwagi: W przypadku, gdy f: X — R zachodza wtasnosci:

e Dla zbioréw jednoelementowych mamy f~1({b}) = {x € X : f(x) = b},

czyli f71({b}) to zbiér rozwigzan jednego réwnania.

e Dla zbiorow skonczonych mamy

F {bibay b ) ={r e X: f2)=biV f@)=by V...V f(z)=b,},

czyli jest to suma zbiorow rozwigzan pewnej liczby réwnan.

e Przeciwobrazy przedziatéw to zbiory rozwiazan nierownosci, np.
F (oo ={ze X flx)<b}  [M(—oob)) = {x € X: f(z)<b}
e, 400) ={z € X flx)>a}  fTHa,+00) ={zeX: f(x)>a}
fFlab) ={re X a< flx)<b}  fHab)={reX: a<flx)<b}
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Uwaga: Symbol f~!(B) oznacza przeciwobraz zbioru B wyznaczony przez funkcje f i moze
by¢ wyznaczony niezaleznie od tego, czy istnieje funkcja odwrotna do f. Jesli taka funkcja by

istniata, to wtedy f~'(B) bedzie tym samym zbiorem co obraz zbioru B wyznaczony przez

funkcje f1.

Uwaga. Zbior wartosci funkcji f : X — Y jest obrazem zbioru X wyznaczonym przez f.

1, gdy z€Q

0, gdy x€R\Q

Przyktad 8. Dla funkcji Dirichleta xg : R — {0,1}, xo(z) =

mamy:

XQ({LZ?S? %}) - {1}7
xo((a, b)) =10, 1}, gdzie (a, b) — przedziat,

xo ({0}) =R\ Q.

Przyktad 9. Dla funkcji f:R — R, f(z)=sinz mamy:

f<<_%7 ﬂ-]) - (_%? 1]

Aby wyznaczy¢ obraz przedziatu dla funkcji cigglej, nalezy wyznaczyé wartosci lub granice
jednostronne na krancach przedziatu oraz wyliczy¢ wartosci ekstreméw osigganych we wnetrzu
przedziatu.

£((0,2)) = (0,1],

bo 2 € (§,7), sin2 € (0,1), sinz osigga maksimum o wartosci 1 w przedziale (0, 2).

T T T Y T T T T
1F - 1 =
y=sin x
0.5 b
2
! X
0 T
0.5 =1
A -
| | 1 | | | |
T w2 16 ] /6 w2 2 T

F7H0,2)={zeR: 0<sinz <2} ={z eR: 0<sina} = |J[2km, 7+ 2k7]
keZ

F(r0,2)) = (U [k, 7 + 2k7]) = [0,1]

kEZ

f—l(f((o, 2))) — £71((0,1]) = U 2k, 7+ 2km)

keZ
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Przyktad 10. Dla funkcji f:C — C, f(2) =2+ 1 mamy:

f(R) =R, gdyz liczby postaci r® wypetiaja zbiér R, gdy r € R,

podobnie liczby postaci 3+ 1 wypelniajg zbiér R i liczb nierzeczywistych nie mozemy uzyskaé
jako r3 + 1.

f({z€C: Rez=0}) = f({iy: y R} = {(iy)* +1: y R} =

={-iP+1: ye R} ={1+it: t € R} — na plaszczyZnie zespolonej jest to prosta pionowa
opisana rownaniem Rez = 1.

Czy je f~({1,j1?

To pytanie jest rownowazne pytaniu: Czy f(j) € {1,4}7

Sprawdzamy: f(j)=j3+1=1—7;¢ {1,5}.

Przyklad 11. Rozwazmy funkcje f: R* = R, f(z,y) = 2* + 3>

Czy funkcja f jest injekcja?

Nie jest, bo np. f(1,2) = f(—1,2) =5,

mozna otrzymac te sama wartosé¢ dla réznych argumentow.

Czy funkcja f jest surjekcja?

Nie, bo nie mozemy dosta¢ kazdej liczby ze zbioru R jako wartosci tej funkcji, nie mozemy

uzyska¢ wartosci ujemnych.

Przy wyznaczaniu obrazow i przeciwobrazéw zbioréow dla funkcji dwoch zmiennych moze sie

okazaé¢ wazne, jakie sg poziomice funkcji.

Poziomice funkcji to przeciwobrazy zbioréw jednoelementowych.

Poziomica funkcji f dla wartosci 0 to zbior {(z,y) € R? : 22 +y* =0} = {(0,0)} — punkt.
Poziomica funkcji f dla wartosci a > 0 to zbior {(z,y) € R? : 2%+ y* = a} — okrag o érodku
(0,0) i promieniu 7 = v/a.

W szczegdlnoscei dostaniemy:

=214 = A {2H o {IHu ) =00 7 ({1 U f 7T ({4)) - dwa okregi

o $rodku w (0,0) i promieniach: 1 =1, ry = 2.

F7H1,4) ={(z,y) e R?: 1< x*+y? < 4} — obszar zawarty miedzy okregami o $rodkach w

(0,0) i promieniach: 7 =1, 79 = 2 bez okregu o promieniu ro = 2.
fU-1} xR)={f(-1,y): yeR} ={1+y*: y e R} =1, +00)

FU= X [=L2)) ={(=1)* +¥*: y € [-1,2]} = [L,5]
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F(=1,2] < [1,3]) = [£(0,1), £(2,3)] = [1,13]

Rozwiazanie graficzne:
Na rysunku widzimy poziomice funkcji f — fragmenty okregdw.

Najmniejsza wartosé¢ funkeji jest przyjmowana w punkcie (0, 1), a najwieksza w punkcie (2, 3).

Wilasno$ci obrazéw i przeciwobrazéow
Niech f: X =Y, ABCX, C,DCY, wtedy
L f0)=0 f7H0) =0

2. f(AuB)=f(AUf(B) [(CUD)=fHC)U [ (D)
3. f(ANB)C f(A)Nf(B) fHCND)=fC)nf(D)
4 f(ANF(B) S f(A\B)  fTHC\D)=fHCO)\ fTH(D)
5. AC fH(f(A)) [y ce

Uwaga. Jedli f: X — Y jest réznowartosciowa, to dla dowolnych A, B C X

f(ANB) = f(A)N f(B) FANF(B) = f(A\NB) A= ["(f(4)

Uwaga. Jedli f: X — Y jest "na”; to f(f~1(C)) = C dla dowolnego C C Y.
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