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RELACJE BINARNE (DWUARGUMENTOWE)

Relacje dwuargumentows zazwyczaj rozumiemy jako sposob taczenia elementow pewnego

zbioru w pary uporzadkowane.

Formalnie relacje okreslamy nastepujaco:

Niech X bedzie niepustym zbiorem.
Jesli R C X x X to mowimy, ze R jest relacja w zbiorze X.
Zamiast pisa¢ (z,y) € R bedziemy stosowaé zapis = Ry.

Przyktad 1. Przyktadowe relacje w zbiorze N:
a) tRiy < = =uy;

b) zRyy & x #y;

¢) tRzy & x <y

d) zRyy < x <uy;

e) tRsy < x+y = 100;

f) xRey < x|y (x jest dzielnikiem liczby vy);

g) xRy < 10|(r —y) (z iy maja taka sama cyfre jednosci).

Przyktad 2. Przyktadowe relacje w zbiorze osoéb mieszkajacych obecnie w Polsce:

a) AS1B < osoba A jest bratem osoby B:;

b) AS;B < osoba A jest mtodsza od osoby B (osoba A urodzila sie co najmniej 5 minut

pdzniej niz osoba B);

c) AS3B < osoby A i B urodzity sie w odstepie czasu nieprzekraczajacym 365 dni;

d) AS;B < osoby A i B urodzily sie w tym samym roku kalendarzowym;

e) AS;B < osoba A i osoba B maja te sama matke;
)

f) ASgB < osoba A i osoba B majg wspolnego dziadka.
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Wtasnosci relacji

Def. Relacje R w zbiorze X nazywamy

zwrotng, gdy Vo € X xRz
symetrycznag, gdy Va,y € X (zRy = yRz)

antysymetryczng, gdy Vr,y € X (xRy AyRx = x =1y)

spbjna, gdy Va,y € X (zRyVyRxV x =y)
przechodnig, gdy Va,y,z € X (xRy NyRz = zRz)
Przyktad 3.

Relacje zwrotne: réwnos¢ obiektéw, zawieranie zbioréw, staba nieréwnosé dla liczb
rzeczywistych, podzielnos¢ liczb, przystawanie figur, podobienstwo figur oraz relacje

Rl,R37R6, R7, 53, 54, S5,S6 Z przykiadéw 1.12.

Relacje symetryczne: réwnosé obiektow, prostopadtosé i rownolegtosé prostych, przystawa-
nie figur, podobienstwo figur oraz relacje Ry, Ry, R5, R7,S3,S4, S5, S7 z przyktadéw 1.1 2.
Relacja S} nie jest symetryczna, bo np. Adam jest bratem Beaty, a Beata nie jest bratem Ada-

ma.

Relacje antysymetryczne: rownos¢ obiektéw, nieréwnosé staba lub ostra dla liczb rzeczywi-
stych, zawieranie zbiorow, podzielnos¢ liczb oraz relacje Ry, R3, R3, So z przyktadéw 1.1 2.
Relacja < jest relacja antysymetryczna, bo implikacja [(z < y A y < z) = z = y| jest

prawdziwa dla dowolnych liczb rzeczywistych (poprzednik jest falszywy).

Relacje spdjne: nieréwnosé staba i ostra w zbiorze liczb.
Relacja S5 raczej nie jest spdjna, bo pewnie znalaztyby sie dwie osoby urodzone w odstepie

mniejszym niz 5 minut.

Relacje przechodnie: rownosé obiektéw, nierownosé staba i ostra, podzielnosé liczb,
zawieranie zbiorow, przystawanie figur, podobienstwo figur, réwnolegto$¢ prostych oraz relacje
Ry, R3, Ry, Rg, R7, S5, 54, S5 z przyktadow 1.1 2.

Relacja S5 nie jest przechodnia, bo mozemy wzia¢ po uwage np. osoby: A, osobe B urodzong
300 dni pbézniej niz osoba A oraz osobe C urodzong 300 dni p6zniej niz osoba B. Mamy wtedy

AS3B oraz BS3C', ale nie zachodzi AS;C.
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Relacja Sg nie jest przechodnia. Mozemy wzia¢ pod uwage pare os6b A i B majacych wspolnego

dziadka oraz pare B i C majacych wspdlnego innego dziadka, ktéry nie jest dziadkiem osoby A.

Uwaga: Jedyna relacja, ktora jest jednocze$nie symetryczna i antysymetryczna,

to relacja rownosci obiektow.

Uwaga: Pojecie relacji binarnej mozna uogélni¢ na przypadek dwoch niekoniecznie réwnych
zbiorow X i Y. Wtedy kazdy podzbior R C X X Y jest relacja binarna.
Szczegdlnym przypadkiem relacji binarnej w X x Y jest funkcja f: X — Y.

Relacja ré6wnowaznosci

Def. Relacje o w zbiorze X nazywamy relacja rbwnowaznosci,

jesli jest zwrotna, symetryczna i przechodnia.

Uwaga: Relacje réwnowaznosci pozwalaja utozsamiaé (grupowac) obiekty charakteryzujace sie

jednakows wybrang cechg.

Przyktad 4. Przyktadowe relacje rownowaznosci:
a) Relacja réwnosci obiektow w pewnym zbiorze X.
b) Relacje Ry, R7, Sy, S5 z przyktadow 1. 1 2.

c¢) Poza tym np. relacja réwnoleglosci prostych na plaszczyznie, relacja przystawania figur oraz

relacja podobienstwa figur.

d) W zbiorze podzbioréw pewnego zbioru n-elementowego relacja:

ApB < A1 B maja tyle samo elementow.

e) W zbiorze liczb catkowitych relacja k ~, n < p|(k —n),

gdzie p jest ustalong liczba naturalna p > 2.

Sprawdzenie, ze relacja ~,, jest relacja réwnowaznosci:

(i) zwrotnosé: k ~, k oznacza, ze p|(k — k), co zachodzi dla dowolnego k € Z.

(ii) symetryczno$¢é: Warunek k ~, n oznacza, za liczba k —n jest wielokrotnoscia liczby p. Jesli
tak jest, to liczba —(k —n) = n — k tez jest wielokrotnoscig liczby p, a to oznacza, ze n ~, k.
(iii) przechodniosé: Jesli zachodzi k ~, n oraz n ~, [, czyli obie liczby: k — n oraz n — I
sg wielokrotnosciami p, to roéwniez ich suma k —n+n — 1 =n — [ jest wielokrotnoscia p, co

oznacza, ze k ~p 1.



ArLcT WYKEAD 6 7. TREBSKA 21L

Dwie liczby k i n sg w relacji ~,, gdy maja taks samg reszt¢ z dzielenia przez p.

Relacje¢ ~, nazywamy relacjg przystawania modulo p.

f) W zbiorze X # () relacja ~; okreslona za pomocg funkcji f: X — Y
x1~p oy & f(r1) = f(xe).
Sprawdzenie, zZe relacja ~ jest relacja réwnowaznosci:
(i) zwrotnosé: x ~ x oznacza, ze f(z) = f(x), co zachodzi dla kazdego = € X;
(ii) symetrycznosé: jesli xy ~¢ xo, czyli f(z1) = f(z2), to oczywiscie f(x2) = f(x1) (co wynika
z symetrycznosci relacji =), a to z kolei oznacza, ze xo ~y .
Wynikanie prawdziwe dla dowolnych xq, x5 € X.
(ili) przechodnio$é: jesli @y ~y xo 1 xg ~y x3, czyli f(21) = f(22) 1 f(22) = f(x3),
to z przechodnosci relacji = mamy f(z1) = f(x3), czyli 1 ~f x3.

Wynikanie prawdziwe dla dowolnych xq, x5, 23 € X.

Relacja réwnowaznosci okreslona w zbiorze X pozwala na podzial tego zbioru na roztaczne
podzbiory - klasy abstrakcji. Podziat ten wprowadza sie nastepujaco:

jesli obiekty sa w relacji, to nalezg do tej samej klasy, a obiekty niebedace w relacji naleza do
roznych klas.

Proces tworzenia klas - przydzielania obiektéw do klas nazywamy klasyfikacja.

W matematyce klasyfikacja obiektéw jest kluczowa, bo pozwala bada¢ uniwersalne wtasnosci

obiektéw z tej samej klasy oraz daje narzedzia rozrozniania klas.

Jako przyktad wezmy zbiér trojkatow na plaszczyznie i relacje podobienstwa trojkatow.

W kazdej klasie beda trojkaty podobne do jakiegos reprezentanta. Takich klas jest nieskoncze-
nie wiele, ale mozemy wsréd nich wyrézni¢ np. klase trojkatow rownobocznych. Dalej mozemy
formutowac¢ uniwersalne twierdzenia dotyczace wszystkich tréjkatow rownobocznych, méwigce

o takich ich wtasnosciach, ktére nie zalezg ani od ich rozmiaru, ani od potozenia na ptaszczyznie.

Def. Niech o bedzie relacjg réwnowaznosci w zbiorze X.

Klasg abstrakcji elementu x € X wzgledem relacji o nazywamy zbior

(2], = {y € X : yox}.

Kazdy element y € [z], nazywamy reprezentantem tej klasy abstrakcji.
Zbior wszystkich klas abstrakcji wzgledem relacji ¢ nazywamy zbiorem ilorazowym

i oznaczamy X/o.

Przyktad 5. Wyznaczymy klasy abstrakeji dla wybranych relacji z przyktadu 4.

4



ArLcT WYKEAD 6 7. TREBSKA 21L

e Dla relacji réwnoéci obiektow w zbiorze X.
Niech z € X, wtedy [z]lo ={ye X: y=1a} = {z}
Klasy abstrakcji sa jednoelementowe.

Zbidr ilorazowy ma tyle elementow ile zbior X.

e Dla relacji Sy z przyktadu 2.
X - zbior os6b mieszkajacych obecnie w Polsce.

A Sy B < osoby A i B urodzity sie w tym samym roku kalendarzowym;

[A]s, = zbidr oséb, ktére urodzily sie w tym samym roku kalendarzowym co osoba A.
Wiadomo, ze zbiér X jest skonczony i ograniczony jest wiek osob, wiec jest skonczona
liczba klas, nie wigksza niz np. 120, jesli przyjmiemy, ze nie ma osoby w wieku 120 lat
ani starszej. Aby wiedzie¢ wiecej, trzeba by zna¢ dane na temat liczby oséb urodzonych
w kolejnych latach od 1900 roku i zyjacych w Polsce.

Mozna jeszcze przypuszczaé, ze wiekszosé stuchaczy tego przedmiotu nalezy do tej samej

klasy osob urodzonych w 2001 roku.

e Dla relacji przystawania modulo p w zbiorze liczb catkowitych: k ~, n < p|(k —n)
Klasa [0]., = {k € Z: p|(k —0)} = pZ — zbior liczb podzielnych przez p.
Klasa [1]o, ={k€Z: p|(k—1)}={k€Z: JNe€Z k=p-1+1}={p-1+1: 1 €Z}
— zbidr liczb, ktore majg reszte z dzielenia przez p roéwng 1.
Roznych klas dla tej relacji bedzie p, bo tyle jest mozliwych reszt z dzielenia przez p :
0,1,2,....,p—1.
Do tej samej klasy naleza liczby, ktore maja taka samag reszte z dzielenia przez p.
Zbior ilorazowy tej relacji jest p-elementowy, Z/. = {[0]~,,[0]~,,...,[p— 1], }.

Wszystkie klasy abstrakcji tej relacji sa nieskonczone.

e Dla relacji R; z przyktadu 1.

Jest to relacja przystawania modulo 10 w zbiorze liczb naturalnych.

kR < k~pn< 10[(k—n) (kin maja taka sama ostatnia cyfre).

Jest 10 réznych klas abstrakeji tej relacji:

1], = {10k +1: ke N}, [2].,, = {10k +2: ke N}, ... [10].,, = {10k : k € N}.
o = 21 rey [T]mse = [087]s0-

Roéwnosé klas oznacza, ze to sa te same zbiory.

Zauwazmy, ze np. [1]

Ta relacja ma szczegdlne wiasnodci, ktore wykorzystujemy przy dodawaniu i mnozeniu
liczb.
Mianowicie: ostatnia cyfra wyniku dodawania oraz mnozenia liczb naturalnych jest

okreslona przez ostanie cyfry sktadnikéw (czynnikéw).
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Na przyktad dla liczb 38576 i 79547 ostatnia cyfra ich sumy to 3 = (6 + 7) 104 10,
a ostatnia cyfra ich iloczynu to 2 = (6 - 7) o 10-
Nie potrzebujemy dodawa¢ ani mnozy¢ tych liczb, mozemy si¢ skupi¢ na tym co istotne,

czyli na ostatnich cyfrach.

Dla obiektow nalezacych do tej samej klasy abstrakeji czesto stosujemy oznaczenia:

T~y TRY, T =Y.

Tw. Jezeli p jest relacja rownowaznosci w zbiorze X, to:
1. Ve e X x € [z],
2. Vo,y € X ([z], = [yl = zey)

3. Va,y € X ([el, # [ylo = [l N [yl = 0)

Def. Rodzine {4, : i € I} podzbioréw zbioru X nazywamy podzialem zbioru X,

jesli spelnione sa nastepujace warunki:

iel
Podzial zbioru X to inaczej wybér takich niepustych, parami roztacznych podzbioréw tego

zbioru, ktérych suma jest calym zbiorem X.

Tw. Jedli o jest relacja réwnowaznosci w zbiorze X to zbiér X /o jest podziatem zbioru X.
Ponadto jesli rodzina {A; : i € I} jest podziatem zbioru X, to relacja o taka, ze dla dowolnych
rye X ooy Jiel (xeA; Ny € A;) jest relacja réwnowaznosci w zbiorze X.

Twierdzenie powyzsze mowi, ze kazda relacja réwnowaznosci w zbiorze X definiuje podzial tego

zbioru. Elementami tego podziatu sg klasy abstrakcji tej relacji.

Ponadto relacja rownowaznosci moze by¢ zdefiniowana tak, by byta ”zgodna” z danym podzia-

tem zbioru.
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Przyktad 6.

a) Czy istnieje w zbiorze liczb naturalnych taka relacja réwnowaznosci, ktéra ma skonczong
liczbe klas abstrakcji i wszystkie te klasy sa skonczone?

Pytanie o istnienie relacji rownowaznosci mozemy zastapi¢ pytaniem o istnienie odpowiedniego
podziatu zbioru N: Czy mozna zbiér N zapisa¢ jako sume skonczonej liczby zbiorow skoniczo-
nych?

Nie jest to mozliwe, bo suma skonczonej liczby zbiorow skonczonych jest zbiorem skonczonym,

a zbior N jest zbiorem nieskonczonym.

b) Czy istnieje w zbiorze liczb naturalnych taka relacja réwnowaznosci, ktéra ma nieskonczenie
wiele klas abstrakcji i wszystkie te klasy sg skonczone?

Problem réwnowazny: czy mozna zdefiniowa¢ podziat zbioru N na nieskoniczenie wiele roztacz-
nych skonczonych podzbiorow?

Mozna. Na przyktad podziat na podzbiory jednoelementowe.

Inna mozliwo$é: tworzymy podzbiory 2-elementowe postaci Ay = {2k — 1,2k} i mamy wtedy
N={1,2}U{3,4}u...U{2k - 1,2k} U....

Majac taki podzial mozemy zdefiniowaé¢ odpowiadajaca mu relacje rownowaznosci:

m~n < JkeN (me{2k—1,2k} AN ne{2k—1,2k}),

czyli dwie liczby sa w relacji, gdy naleza do tego samego ”kawatka” podziatu.

Istniejg oczywiscie inne mozliwosci podziatu zbioru N na nieskonczenie wiele parami roztacznych
skonczonych podzbioréw, a co za tym idzie mozna odpowiednio inaczej zdefiniowa¢ odpowia-

dajace temu podziatowi relacje rownowaznosci.



