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ELEMENTY LOGIKI

Rachunek zdan

Zdanie logiczne jest to zdanie oznajmujace, ktéoremu mozna przypisa¢ okreslona wartosé

logiczna (prawdy lub falszu).

W logice klasycznej zdania dzielimy na prawdziwe (przypisujemy im wartosé 1) oraz falszywe
(o wartosci logicznej 0).
Bedziemy uzywaé zapisu w(p) = 1, gdy p jest zdaniem prawdziwym,

w(p) =0, gdy p jest zdaniem falszywym.

Przyktad 0.

e "Dwa plus dwa réwna si¢ cztery.” jest zdaniem logicznym.

Na gruncie zwyklej arytmetyki przypiszemy mu wartos¢ logiczna 1.

e 7 Ala ma kota.” jest zdaniem logicznym.

Wartos¢ logiczna tego zdania powinna odzwierciedla¢ nasza wiedz¢ na temat tego, czy

Ala ma kota.

To jaka wartosé logiczng przypiszemy danemu zdaniu zalezy od nas!
e "(Czy to jest zrozumiale?” nie jest zdaniem logicznym.
e 7 Ach, jak tu pieknie!”, ”Otworz okno!” nie sg zdaniami logicznymi.

e Jesli wiadomo, ze x € R to zdanie "z > 07 nie jest zdaniem logicznym.

Problem w tym, ze nie mozemy przypisa¢ mu jednoznacznej wartosci logicznej, gdyz zalezy

ona od warto$ci zmiennej x.

e "To zdanie jest falszywe.”, 7 Ja teraz ktamie.” tez nie sg zdaniami logicznymi.

To antynomie, czyli zdania prowadzace do sprzecznosci logicznej. Istotnie, jesli przyjac, ze

9

"To zdanie jest falszywe.” ma wartosc¢ logiczng 1, to wywnioskujemy z niego, ze jest ono
falszywe, czyli ma warto$é¢ logiczng 0 — sprzecznosé. Analogicznie nie mozemy przypisacé

temu zdaniu wartosci logicznej 0.

W celu tworzenia ztozonych zdan logicznych uzywa sie funktoréw zdaniotwérczych (inaczej

nazywanych spéjnikami logicznymi).
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Podstawowe funktory zdaniotworcze to:

negacja ~,=  ’nieprawda, ze”
koniunkcja A 717

alternatywa Vv "Tub”

implikacja = 7jedli...to...”

rownowaznos¢ < "wtedy i tylko wtedy, gdy”

TABELE WARTOSCIOWANIA DLA SPOJNIKOW

Pl a|pPNqg|PVqg|Pp=4q|P=(q
pl~p 11 1 1 1 1
110 110 0 1 0 0
0] 1 01 0 1 1 0
00 0 0 1 1
Negacja, czyli "nieprawda, ze”. Oznaczenie: ~,

Jesli zdanie p jest prawdziwe to ~ p jest fatszywe;

jesli zdanie p jest falszywe to ~ p jest prawdziwe.

Przyktad 1.

Y

1. 7~ Dwa plus dwa rowna sie siedem.” oznacza zdanie ” Nieprawda, ze dwa plus dwa réwna
)

sie siedem.”
2. ~ 2 <1 jest réwnowazne zdaniu 2 > 1.

3. ~ —3 # 1 jest rownowazne zdaniu —3 = 1.

Koniunkcja, czyli 7i” Oznaczenie: N

Koniunkcja zdan p i q jest prawdziwa jedynie w przypadku, gdy oba zdania p i q s prawdziwe;
w pozostatych przypadkach jest falszywa.

Przyktad 2.

Y

1. 7Ala ma kota. A Jest pochmurno.” oznacza zdanie ” Ala ma kota i jest pochmurno.”
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2. 2 > 1 AN —3 > 1 oznacza zdanie, ktore stownie mozemy zapisa¢ jako "Liczby 2 i —3 sa

(obie) wieksze od liczby 1.”

Wartos¢ logiczna zdania z przyktadu 2.2 jest réwna 0, zdanie jest falszywe.
Alternatywa, czyli ”lub” Oznaczenie: \V4

Alternatywa zdan p i ¢ jest fatlszywa jedynie w przypadku, gdy oba zdania p i g sg fatszywe;
w pozostatych przypadkach jest prawdziwa.

Przyktad 3.

9

1. 7 Ala ma kota. V Jest pochmurno.” oznacza zdanie ” Ala ma kota lub jest pochmurno.”

2. 2> 1V —3 > 1 oznacza zdanie, ktére stownie mozemy zapisa¢ jako ”Liczba 2 lub liczba

—3 jest wieksza od liczby 1.”

Wartosé logiczna zdania z przyktadu 3.2 jest réwna 1, zdanie jest prawdziwe.
Implikacja, czyli ”jesli ... to ...”. Oznaczenie: =

Implikacja p = q jest falszywa jedynie w przypadku, gdy zdanie p jest prawdziwe, a zdanie ¢

jest falszywe; w pozostatych przypadkach jest prawdziwa.

W implikacji p = ¢ zdanie p nazywamy poprzednikiem implikacji, zdanie ¢ - nastepnikiem.

Przyktad 4.

9

1. 7Ala ma kota. = Jest pochmurno.” oznacza zdanie ” Jesli Ala ma kota to jest pochmur-

no.”, ktore mozemy tez zapisa¢ ”To, ze Ala ma kota implikuje, ze jest pochmurno.”

2. 1 >2 = —3 > 1 oznacza zdanie, ktore stownie mozemy zapisa¢ jako ”Jesli liczba 1 jest

wigksza od liczby 2, to liczba —3 jest wigksza od liczby 1.”

Zdanie z przyktadu 4.2 jest prawdziwe.

O ile wartosci logiczne dla wezesniej zdefiniowanych funktoréw logicznych nie budza zasadni-

czych watpliwosci, dla implikacji nie sa na pierwszy rzut oka zupelnie jasne.
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Aby uzasadni¢ podang definicje rozwazmy, prawdziwe dla kazdej liczby n € N, zdanie
"4|n = 2|n”
czyli 7 Jedli liczba n jest podzielna przez 4, to jest podzielna przez 2.” Zauwazmy teraz, ze

e dla n = 2 poprzednik ma wartosé¢ logiczna 0, nastepnik 1;
e dla n = 3 poprzednik ma wartos¢ logiczna 0, nastepnik 0;

e dla n = 4 poprzednik ma wartos¢ logiczna 1, nastepnik 1.

To pokazuje, ze przyjeta przez nas definicja implikacji jest zgodna z oczekiwaniami.

Jesli prawdziwa jest implikacja p = ¢, to mowimy, ze p jest warunkiem wystarczajgcym

dla q oraz q jest warunkiem koniecznym dla p.

Dla danej implikacji p = ¢ (ktéra nazywamy prosta),
implikacje ¢ = p nazywamy odwrotna,
(~ p) = (~ q) nazywamy przeciwna,

(~ q) = (~ p) nazywamy przeciwstawna.

Przyktad 5.

Rozwazmy zdania:

p = ”"Student zdat egzamin z ALGT i uzyskal tacznie powyzej 50 punktéow z przedmiotu.”

q = " Student zaliczyt przedmiot ALGT.”

Wyktadowca wypowiada zdanie: p = ¢ (uznajemy, ze jest ono prawdziwe)

Warunek ze zdania p jest warunkiem wystarczajacym dla g, czyli wystarczy do zaliczenia przed-
miotu.

Wypowiedziane przez wyktadowce zdanie p = ¢ nie oznacza, ze warunek p jest konieczny
do zaliczenia przedmiotu. Niewykluczone sg okolicznoéci pozwalajace na zaliczenie przedmiotu

przy spetnieniu innych warunkéw.

Gdyby wykladowca wypowiedzial zdanie ~ p =~ ¢, to student nie miatby pewnosci,
ze spetniajac warunek p uzyska zaliczenie przedmiotu.
Zdanie ~ p =~ ¢ nie rozstrzyga, co si¢ stanie, gdy zajdzie p, a moéwi jedynie co si¢ stanie,

gdy zajdzie ~ p.
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Rownowazno$é, czyli "wtedy i tylko wtedy, gdy”. Oznaczenie: =

Réwnowaznos$é p < ¢ jest prawdziwa jedynie w przypadku, gdy zdania p i ¢ maja te sama

warto$¢ logiczna; w pozostatych przypadkach jest falszywa.

Przyktlad 6.

1. 7Ala ma kota. < Jest pochmurno.” oznacza zdanie ” Ala ma kota wtedy i tylko wtedy,
gdy jest pochmurno.”, ktére mozemy tez zapisa¢ ”To, ze Ala ma kota jest rownowazne

temu, ze jest pochmurno.”

2. 2> 1< —3 > 1 oznacza zdanie, ktére stownie mozemy zapisaé¢ jako 72 jest wieksza od

liczby 1 wtedy i tylko wtedy, gdy liczba —3 jest wicksza od liczby 1.”

Zdanie z Przyktadu 6.2 jest falszywe.

Jesli prawdziwa jest rownowaznos¢ p < ¢, to méwimy, ze p jest warunkiem koniecznym i

wystarczajacym dla q.

Przyktad 7. Okreslimy wartos¢ logiczng zdan:

Low[(~5#1) &sint=0)= V2> 1] =
=w(((~)e1)=1)=w(0s1)=1) =w(0=1) = 1 - prawdziwe

2. w:(~57£1)<:)(sinﬂ:0:\/§>1)::
—w((~1) e 1=1)=w0e1)

I
o

— falszywe

3. w[(~ (5# 1 sinr =0)) = V2> 1] =
—w(~(1e)=1)=w((~1)=1)=w(0=1) =1 - prawdziwe

Gléwnym celem wprowadzenia rachunku zdan i praw logiki jest mozliwo$¢ przeprowadzania
precyzyjnych rozumowan dedukcynych. Rozbudowane rozumowanie dedukcyjne prowadzi do
sformutowania twierdzenia (lub jesli ma ono mniejsza wage stwierdzenia albo lematu). Najcze-
Sciej twierdzenie ma postac¢ implikacji, w ktorej poprzednik nazywamy zatozeniem, a nastepnik

tezg twierdzenia.

Korzystanie z twierdzen opiera sie na przekonaniu o ich prawdziwosci

(zazwyczaj zostaly wczesniej udowodnione).

Gdy chcemy skorzysta¢ z twierdzenia typu: Zalozenie = Teza

musimy sprawdzi¢, czy spelnione sa zatozenia. Jesli tak jest, mamy pewnos¢, ze zajdzie teza.
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Jesli zalozenia nie sa spelnione, twierdzenie ciagle jest prawdziwe, jako implikacja: 0 = Teza.

Prawa rachunku zdan

Tautologiami - prawami rachunku zdan nazywamy formutly, ktore sg prawdziwe niezaleznie

od wartosci logicznej zdan sktadowych, ktére w nich wystepuja.

Zdania logiczne ® i ¥ sa réwnowazne, jesli zdanie ® < U jest tautologia.

Przyktad 8. Sprawdzmy, czy jest tautologia formuta [(p = q)A ~ q| =~ p.

Rozwigzanie 1. Mozna to zrobi¢ przy pomocy metody zero-jedynkowej:

plg|~p|~qa|r=p@=q |s=(A~q) |s=~p
1/1] 0 | 0 1 0 1
1jol 0 | 1 0 0 1
0/1] 1] 0 1 0 1
0/o| 1| 1 1 1 1

Poniewaz w ostatniej kolumnie (ktéra odzwierciedla wartosci logiczne formuty z przykladu)

pojawila sie tylko wartos¢ 1, to wnioskujemy, ze omawiana formuta jest tautologia.

Rozwigzanie 2. Czesto tatwiej jest postuzy¢ sie metoda uproszczona:

Metoda ”nie wprost” — sprawdzamy, czy zdanie moze by¢ fatszywe.

1. Poniewaz gtéwnym spoéjnikiem logicznym naszej formuty jest implikacja, to wiemy, ze
wartosé 0 pojawi sie jedynie, gdy s = [(p = ¢)A ~ ¢| przyjmie warto$¢ 1 i jednoczesnie

~ p przyjmie warto$¢ 0, czyli w(p) = 1.

2. Dalej, s jako koniunkcja jest prawdziwe pod warunkiem, ze zdania p = ¢ i ~ ¢ sa

prawdziwe, czyli w(p = q) =11 w(q) = 0.

3. Z drugiej strony, skoro p jest prawdziwe, a q falszywe, to nie moze by¢ prawdziwe p = q.

Zachodzi zatem sprzeczno$¢ miedzy warunkami, wiec nie istniejg wartosci logiczne zdan p i g,

dla ktérych [(p = q) A p] = ¢ byloby falszywe. Stad rozpatrywana formuta jest tautologia.
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Podstawowe prawa rachunku zdan

1. (pAp) < p prawo idempotentnosci koniunkeji
2. (pVp)<p prawo idempotentnosci alternatywy
3. ~(~p) & p prawo podwdjnej negacji

4. pV (~p) prawo wyltaczonego srodka

5. ~(pA(~p)) prawo sprzecznosci

6. ~(pANq) < (~p)V(~q) prawa de Morgana

7. (p=q) & ((~q) = (~p) prawo kontrapozycji
8. ~(p=q) < (pA(~¢q)) prawo negacji implikacji

9. pAgq<& qgAp prawa przemiennosci
pVqgsqVp

10. pA(gAT) < (pAg) Ar  prawa tacznosci
pV(qVr)s (pVaVr

1. pA(gVr)< (pAq)V (pAT) prawo rozdzielnosci koniunkeji wzgledem alternatywy
12. pV(gAT) <= (pVq) AN(pVr) prawo rozdzielnosci alternatywy wzgledem koniunkcji
13. (p=q)AN(qg=7r))= (p=r) prawo przechodnioéci implikacji

4. peq<[(p=q9AN(@=p)] prawo eliminacji réwnowaznosci

Powyzsze prawa sa wykorzystywane przy dowodzeniu twierdzen.

Funkcje zdaniowe i kwantyfikatory

Niech X bedzie zbiorem niepustym (o zbiorach bedzie mowa na nastepnym wyktadzie; na razie

zadowolimy sie intuicyjnym rozumieniem poje¢ zbioru, elementu zbioru, nalezenia do zbioru).

Def. Funkcja zdaniowa (forma zdaniowa) jednej zmiennej,

to wyrazenie ¢(x),x € X # ), ktdre staje sie zdaniem (prawdziwym lub falszywym),

gdy za zmienng x wstawimy element zbioru X. Zbior X nazywamy zakresem zmiennosci
funkcji ¢. Méwimy, Ze element vo € X spetnia funkcje zdaniowa ¢(x), jesli ¢(xy) jest

zdaniem prawdziwym.
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Zbioér elementow spetniajacych funkcje zdaniowa ¢ oznaczamy nastepujaco:

{r e X :¢(x)} ={xr € X : ¢(x) jest zdaniem prawdziwym }.

Przyktad 9.

1. Wyrazenie = > 7 nie jest funkcja zdaniows, bo nie wiadomo do jakiego zbioru naleza
obiekty x. Jesli nie sa to liczby rzeczywiste, a np. zbiory, proste na ptaszczyznie, to

wyrazenie nie ma sensu.

2. Wyrazenie X = R, z — 7 nie jest funkcja zdaniowa, bo po wstawieniu za x liczby

rzeczywistej nie dostaniemy zdania, a liczbe.

3. Wyrazenie X =R, x <7 jest funkcja zdaniowa. Po wstawieniu za x liczby rzeczywistej

dostaniemy zdanie, np. dla x = m bedzie to zdanie prawdziwe.

Przyktad 10. Wyznaczy¢ zbiér elementow spetniajacych funkcje zdaniowa.

1. X =R, ¢(x): =<7
{r eR: ¢(x)} = (—00,7) — przedzial
2. X =R, ¢(z): z<TAx*>100
{r eR: ¢(x)} = (—o0, —10] — przedzial
3. X=N, ¢(x): >3=>2=7
{r eN: ¢(x)} ={1,2,3,7} — tylko dla tych liczb prawdziwa jest implikacja:

dla = € {1,2,3} falszywy poprzednik, a dla © = 7 prawdziwy nastepnik.

4. X =R, ¢(z): z>T<x<b
{r eR: ¢(x)} = [5,7] — tylko dla liczb z tego przedziatu prawdziwa jest réwnowaznosé:
obie strony réwnowaznosci sa wtedy fatszywe; nie jest mozliwe, by obie strony réwnowaz-

nosci byty prawdziwe.

Kwantyfikatory

Niech ¢(x) bedzie funkcja zdaniowa zmiennej z € X # (). Wyrézniamy dwa kwantyfikatory.

Def. Kwantyfikator ogdolny (uniwersalny), czyli "dla kazdego”
jest oznaczany symbolem ¥ lub A.

Zdanie logiczne z uzyciem kwantyfikatora ogélnego ma postac
Ve e X ¢(x)

i czytamy je “dla kazdego elementu x ze zbioru X zachodzi ¢(x)”.

8
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Uwaga: Zdanie Vo € X ¢(x) jest prawdziwe wtedy i tylko wtedy, gdy
{reX:¢(x)} =X

Def. Kwantyfikator szczegélowy (egzystencjalny), czyli “istnieje”
jest oznaczany symbolem 3 lub \/.

Zdanie logiczne z uzyciem kwantyfikatora szczegotowego ma postac
dr € X ¢(x)

i czytamy je “istnieje element x w zbiorze X, dla ktérego zachodzi ¢(x)”.

Uwaga: Zdanie 3z € X ¢(x) jest prawdziwe wtedy i tylko wtedy, gdy
{xe X :ox)}#£0.

Uwaga: Kwantyfikator V(A) jest uogélnieniem spéjnika koniunkcji, zag kwantyfikator 3(\/) jest

uogolnieniem alternatywy.

Przyktad 11. Okresli¢ wartos¢ logiczna zdan.

1. Vo € R 2? < 7 — falsz: nie jest prawda, ze kazda liczba rzeczywista = spelnia warunek

2 < 7.
2. o € R 22 < 7 — prawda: istnieje liczba spetniajaca podany warunek np. z = 0.
3.V eR (r <0 = x> 0)— falsz: np. dla z = —1 implikacja jest falszywa.
4. dx e R (r <0 = z > 0) — prawda: np. dla x = 1 implikacja jest prawdziwa.

5. V2 € R (22 < 0 = =z > 7) — prawda: dla wszystkich x rzeczywistych poprzednik

implikacji jest falszywy,a to wystarczy, by implikacja bylta prawdziwa.

6. Ir e R (z <0 & x> 7)—prawda: np. dla z = 1 obie strony réwnowaznosci sa fatszywe,

wigc wtedy réwnowaznosé jest prawdziwa.

Zakresem kwantyfikatora nazywamy zakres zmiennej funkcji zdaniowej, ktérej on dotyczy.
W przypadku, gdy zakres zmiennosci kwantyfikatora jest wczesniej okreslony,

zamiast 3z € X ¢(x) mozna pisa¢ dx ¢(x), zamiast Vo € X ¢(x) mozna pisaé¢ Vo p(z).

Oproécz funkeji zdaniowych jednej zmiennej wykorzystuje sie tez funkcje zdaniowe wielu zmien-

nych.
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Na przyktad funkcja zdaniowa dwoch zmiennych to wyrazenie ¢ (z,y), * € X,y € Y, ktore

staje sie zdaniem, gdy za x i y wstawimy elementy odpowiednich zbioréw.

Przyklad 12.

1. Wyrazenie x €e R, y € Z, x+y=m jest funkcja zdaniowa dwoch zmiennych.
2. Wyrazenie dy € Z x +y = jest funkcja zdaniowa zmiennej x.

3. Wyrazenie Vx € R Jy € Z x +y = © jest zdaniem falszywym: dla z = 0 nie istnieje

liczba catkowita y spetniajaca podang rownosé.

4. Wyrazenie Vy € Z dx € R x +y = 7 jest zdaniem prawdziwym: dla kazdej catkowite;

liczby y mozna dobraé takie x € R, aby réwnos¢ byta spetniona (dla kazdego y inny z).

5. Wyrazenie dy € Z Vo € R x +y = 7 jest zdaniem falszywym: nie istnieje jeden wspolny

y "pasujacy” do wszystkich x w podanej rownosci.

Méwimy, ze kwantyfikatory (Vo € X) i (3r € X) wiazg zmienna x. Zmienna x w wyrazeniu
nazywamy zwigzang, jesli wigze ja jakis kwantyfikator. Zmienng ktéra nie jest zwigzana, na-

zywamy zmienng wolng.

Przyktad 13. Wyznaczy¢ zbiér elementéw x € R spelniajacych podana funkcje zdaniowa ¢(x).

1. ¢(x): Vy e Rz >siny
Szukamy takich z € R, ktére sg liczbami wiekszymi od wszystkich mozliwych wartosci
siny. Wystarczy, ze beda to liczby wieksze od najwiekszej wartosci siny, czyli od 1.
{reR: Yye Rz >siny} = (1, +00).

2. ¢(x): Jye R x >siny
Szukamy takich x € R, ktore sg liczbami wigkszymi od jakiej$ wartosci sin y. Wystarczy,
ze beda to liczby wigksze od najmniejszej wartosci siny, czyli wicksze od —1.

{reR: Jye Rz >siny} = (—1,+00).

Prawa rachunku kwantyfikatoréw

Def. Wyrazenie (zapisane z uzyciem kwantyfikatorow) nazywamy prawem rachunku
kwantyfikatorow, gdy jest prawdziwe dla dowolnej interpretacyi wystepujgcych w nim symboli

1 funkcji zdaniowych.

10
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Tw. Niech ¢(x),¢(x) — funkcje zdaniowe o zakresie zmiennej x € X # (). Wtedy:

1. Vao(z) = Jxo(z),

~(Vz)p(x) & Fr(=d(x))

2. prawa de Morgana

—(3z)p(x) & Ve (=o(x))
3. Va(op(z) Np(z)) & Veo(z) AV (zx)

rozdzielno$¢é kwantyfikatora ogolnego wzgledem koniunkcyi

4. Fa(¢(x) V(r) & Fwe(r) v Iy (z)

rozdzielno$¢ kwantyfikatora szczegotowego wzgledem alternatywy
5. Jx(p(x) ANp(z)) = Frd(x) A Jzy(x)
6. Veo(z) VVr(x) = Va(o(z) Vi(z)).

Komentarz do wtasnosci 5. 1 6.

Musi zachodzi¢ implikacja =, ale nie koniecznie w druga strone, czyli <.

e Na przyktad dla X =R, ¢(z): >0, ¥(z): x <0 dostajemy
prawdziwe zdanie: 3z € R(z > 0A2 <0) = [(Fr eR x> 0)A(Jz € Rz <0)],
afalszywe [(r e Rz >0)A(Fx e R 2 <0)] = xRz >0Az <0).

e Dla X =R, ¢(x): x>0, ¢(r): <1 dostajemy
prawdziwe zdanie: [(Vz e Rz >0)V (Ve e Rz <1)] = VzeR(z >0Vz <1),
a falszywe Ve e Rz >0Vvae<l) = [VzeRz>0)vV(VzeRa <1)].

Prawa przestawiania kwantyfikatorow
Tw. Niech ¢(x,y) bedzie funkcjg zdaniowq o zakresie zmiennych v € X,y € Y. Wtedy:

1. VaVy ¢(x,y) < YyVo ¢(z,y) — przemienno$é kwantyfikatorow ogélnych
2. xTy ¢(z,y) & JyIx ¢(x,y) — przemiennosé kwantyfikatorow szczegotowych

3. aVy é(z,y) = VyIz ¢(x,y).

Komentarz do wtasnosci 3.

Zdania JxVy ¢(z,y) i Yy Jzd(z,y) nie musza byé rownowazne.
Na przyklad zdanie 3z € RVy € R x +y = 7 jest falszywe,
azdanie Vye Rdr e Rax+y =7 jest prawdziwe.
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ArLcT WYKLAD 4 7. TREBSKA 21L

Zasada indukcji matematycznej

Tw. Niech ¢(n) — funkcja zdaniowa zmiennej n € N. Jezeli istnieje liczba ng € N taka, Ze
Z1: ¢(ng) jest zdaniem prawdziwym,

Z2: dla kazdego k > ny prawdziwa jest implikacja ¢(k) = ¢(k + 1),

to ¢(n) jest zdaniem prawdziwym dla kazdej liczby naturalnej n > ny.

Zasada indukcji matematycznej jest czesto wykorzystywana do dowodzenia twierdzen
opisujacych wlasnosci liczb naturalnych. Zwykle ¢(n) oznacza pewna wlasnosé (regule, wzor)

dotyczaca liczb naturalnych.

Dowod z wykorzystaniem zasady indukcji matematycznej przebiega w dwoch krokach

(sprawdzamy dwa zalozenia).
19 Szukamy jak najmniejszej liczby naturalnej ng, ktéra spetia dang wtasnosé.

20 Wykazujemy, ze przy zalozeniu, ze wlasnoéé zachodzi dla pewnej liczby k, bedzie ona réwniez

zachodzita dla liczby k + 1.

Po sprawdzeniu obu warunkéw otrzymujemy, korzystajac z tezy twierdzenia, ze wtasnos¢ bedzie

spetniona przez kolejne liczby naturalne poczawszy od wskazanego ny.

Przyktad 14. Wykorzystujac zasade indukcji matematycznej, wykazac, ze dla kazdego n € N
zachodzi

1
1+2+...+n=”(”2+).

Dowdd:

Niech ¢(n): 14+2+...4+n= "(";1), wezmy ng = 1.

19 Sprawdzamy prawdziwo$¢ ¢(1).

Mamy zdanie ¢(1): 1= @ — prawdziwe.

20 Ustalmy k > 1. Zalézmy, ze ¢(k): 1+2+...+k= k(kTH) jest prawdziwe.
Pokazemy, ze ¢(k+1): 1+2+...+k+(k+1) = MISH)H)
rowniez jest prawdziwe.
Przeksztalcajac lewa strone L réwnosci w ¢(k + 1) otrzymamy kolejno

L=1+2+...4k+(k+1) = wykorzystujemy o¢(k)

_ k:(k;—l) (k1) = k(k+1);2(k+1) _ (k+1)2(k+2) ~p

gdzie P jest prawa strona réwnosci w ¢(k + 1).

Zatem na mocy zasady indukcji matematycznej ¢p(n) jest prawdziwe dla kazdego n > 1.
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