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WIELOMIANY

Def. Wielomianem stopnia n € Ny o wspétezynnikach z ciata liczbowego K nazywamy funkcje

w : K — K okreslong wzorem
w(t) = ap + art + ... + ant”, gdzie ag,ay,...,a, € K, a, # 0.

Liczby ag, aq, ..., a, nazywamy wspotczynnikami wielomianu w.
Funkcje w(t) = 0 nazywamy wielomianem zerowym.
Przyjmujemy, ze stopien wielomianu zerowego jest rowny —oo

Wielomiany stopnia mniejszego niz 1 nazywamy wielomianami stalymi.

Wielomiany sg réwne, gdy maja takie same wspotczynniki.

Zbiér wszystkich wielomianéw o wspétezynnikach z ciata K oznaczamy K[t].
Stopien wielomianu w oznaczamy deg(w) lub st(w).

W zbiorze wielomianéw definiujemy dziatanie dodawania i mnozenia.

Def. Suma wielomianéw wy, we € K[t] nazywamy wielomian w; + wy € KJt],

taki ze (wy + we)(t) = wi(t) + wsy(t) dla kazdego t € K.

Def. Iloczynem wielomianéw wy, we € K[t] nazywamy wielomian w; - we € K]t],

taki ze (wy - wo)(t) = wy(t) - wy(t) dla kazdego t € K.

Fakt: Dla dowolnych wielomianéw wy, we € K[t] zachodzi

deg(wy - we) = deg wy + deg ws, deg(wy + wq) < max{degw;,degws}.

Def. Méwimy, ze wielomian w € K[¢] jest rozkladalny nad ciatem K, jesli istnieja wielomiany
wi, we € K[t] o dodatnich stopniach, takie ze w = wy - ws.

W przeciwnym wypadku wielomian w € K[t] nazywamy nierozkladalnym.

Przyklad 1. Rozstrzygnaé, ktore z podanych wielomianéw sg rozktadalne nad cialem C, R, Q.

wielomian nad C nad R nad Q
2 —2=(t—V2)(t+2) tak tak nie  ma wspolezynniki niewymierne
t2+4=(t—25)(t+29) tak nie nie  delta <0
t—3 nie nie nie
B+7=0t4+ V1=Vt +V7?)  tak tak nie  ma 3 pierwiastki zespolone
B+1=0C+1)E—t+1) tak tak tak  ma 3 pierwiastki zespolone
245 tak nie nie  ma 2 pierwiastki zespolone
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W zbiorze wielomianéw K[t] wykonalne jest dzielenie z reszta, tzn.

dla dowolnych wielomianéw w, p € K[t], gdzie p nie jest wielomianem zerowym,
istnieja jednoznacznie okreslone wielomiany ¢, r € K[t], takie ze dla kazdego t € K
zachodzi rownoscé

w(t) =p(t) - q(t) +r(t), gdzie r jest wielomianem nizszego stopnia niz p.

Wielomian r nazywamy reszta z dzielenia wielomianu w przez wielomian p.

Mowimy, ze wielomian w jest podzielny przez wielomian p, jesli r jest wielomianem zerowym.

Przyktad 2. Wykonaé dzielenie z reszta (22 + 2% + 3x) : (22 + 1).

(2z* 42?2  +3z) (x*+1)=222—1 resztar(z)=3z+1

—2x*  —2x2
—x? +3x
+x? +1

Mamy wigc (224 + 22 +3z) = (222 — 1) - (22 + 1) + 3z + 1
w(z) = q(z) - p(z) + r(z)

Tw. (o dzieleniu z reszta). Dla dowolnego wielomianu w € K[t] i dowolnego a € K

reszta z dzielenia wielomianu w przez wielomian (¢ — a) jest réwna w(a).

Przyktad 8. Wyznaczy¢ reszte z dzielenia wielomianu w(z) = (z — 2)'%° + (x — 3 4 7)%
przez p(z) = (x — 2+ j).

Biorac a = 2 — 7 w twierdzeniu wyzej otrzymujemy

P (@)= (2= 24 (2§34 ) = () + (B =1 1=0
Def. Liczbe ty € K nazywamy pierwiastkiem wielomianu w € K[t], jesli w(ty) = 0.

Tw. Bézout (wniosek z tw. o reszcie). Element tg € K jest pierwiastkiem wielomianu w € K]t]

wtedy i tylko wtedy, gdy wielomian w jest podzielny przez wielomian (t — ).

Def. Liczbe ty € K nazywamy k-krotnym pierwiastkiem wielomianu w € K[t] (k € N), jesli
istnieje wielomian ¢ € K[t], taki ze dla kazdego ¢t € K zachodzi w(t) = (t—1to)*-q(t) i q(to) # 0.

Przyktad 4. Dla wielomianu w(z) = 2z(z + j)(z — 4)® liczby 0 i —j sa pierwiastkami poje-

dynczymi, a liczba 4 jest pierwiastkiem potréjnym.
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Tw. (Zasadnicze twierdzenie algebry)

Kazdy wielomian w € C[z] rézny od wielomianu stalego ma pierwiastek zg € C.

Przyktad 5. Wyznaczy¢ pierwiastki zespolone wielomianu w(z) = 24 + 4.

Nalezy rozwigza¢ réwnanie 24 +4 =0 & 2' = —4.
Rozwiazaniami sa pierwiastki 4-tego stopnia z liczby —4.

Zbiér rozwiazan to {1+ 7, —1+7j,—1—j,1—j}.

Whiosek 1. Kazdy wielomian w € C|z] stopnia n € N ma doktadnie n pierwiastkéw zespolo-

nych (uwzgledniajac pierwiastki wielokrotne).

Whiosek 2. Kazdy wielomian w € C[z] dodatniego stopnia mozna roztozy¢ na czynniki liniowe

(ktore ewentualnie moga w rozktadzie wystapi¢ wiecej niz raz).

Przyktad 6. Wyznaczy¢ rozklad wielomianu w(z) = 2% + 4 na czynniki nad ciatem C.
Korzystajac z przyktadu 5. wnioskujemy, ze

Add=1-z=1-)Nz+1-NE+1+))(z+1-7).

Uwaga: Pierwiastki wielomianu kwadratowego nad C znajdujemy analogicznie jak nad R
z uwzglednieniem faktu, ze v/A jest zbiorem niepustym.

Zatem dla a € C\ {0}, b, c € C, pierwiastki wielomianu az? + bz + ¢ to liczby zespolone

—b+9
2a

gdzie & € Vb? — dac.

Przyktad 7. Wyznaczy¢ pierwiastki zespolone wielomianu w(z) = 2% + 2z + 2.

A=4—-4-2=—-4 VA = {25, —25}
—2 4 2j :
zlzij:—lj{]
—Q%Qj
=g =l

Zatem w(z)=22+22+42=(24+1—j)(z+1+7)

Tw. Jezeli wszystkie wspotczynniki wielomianu w € C[z] sa liczbami rzeczywistymi i liczba

2o € C jest pierwiastkiem wielomianu w, to Zy jest rOwniez pierwiastkiem wielomianu w.

Dowod:
Niech w(z) = ag + a1z + ... + a,2", gdzie ar € R i w(zp) =0

(bo zg jest pierwiastkiem wielomianu w).

3
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Wtedy dostajemy w(Zp) =ag+ a1Zo+ ...+ ayZ20" =@+ 120 + ... + Guzo" =

=ap+ a120+ ...+ a2l = w(z)=0=0,

czyli zg tez jest pierwiastkiem wielomianu w. X

Uwaga: Jedli zg jest nierzeczywistym pierwiastkiem wielomianu w, to mamy pare pierwiastkow

sprzezonych zg 1 Zg, wiec wielomian w dzieli sie przez (z — zg) - (2 — Zp).

Uwaga: (z — 2) - (2 — Z9) = 2> — 2Re 29 - 2 + | 20]?

(jest to wielomian o wspodlezynnikach rzeczywistych nierozktadalny nad R, A < 0)

Whiosek. Kazdy wielomian w € R[z] dodatniego stopnia mozna roztozy¢ na iloczyn

wielomiandéw pierwszego stopnia oraz nierozktadalnych wielomianéw drugiego stopnia.
Przyktad 8. Wyznaczy¢ rozktad wielomianu z* + 4 na czynniki nad ciatem R.

Sposéb 1. 2t +4 = (21 + 422 +4) — 42? = (22 + 2)? — (22)? = (2% + 22 + 2)(2? — 22 + 2)
A =4—8=—4 <0 dla obu wielomianéw, zatem oba wielomiany sg nierozktadalne nad R.

Sposéb 2. Wykorzystujemy rozktad wielomianu nad C (przyktad 6) i wtasnosci pierwiastkow
sprzezonych:

(x—Q+))(z—-01—-35)=2*—-22+2

(z—(-14+))(x—(-1-j)) =242z +2
Stad z* +4 = (22 + 2z + 2)(2* — 22 + 2).

Przyktad 9. Wyznaczy¢ rozktad wielomianu w(z) = 2z* — 2% + 4z — 4 nad ciatami R i C.
w(z) =2 =22 +42-4=22(2—-1)+4(z—1) = (22 +4)(z2 - 1)
Rozklad nad R:  w(z) = (2% +4)(z — 1)

Rozktad nad C: 22+ 4 = (2 + 25)(2z — 2j), bo z € \/—4 = {2j, —2j}
stad rozktad w(z) = (2 4+ 27)(z — 2j)(z — 1).
FUNKCJE WYMIERNE I ULAMKI PROSTE

Def. Funkcjg wymierng nad cialem K nazywamy funkcje postaci

FO  tsie £, € Kf] i deg(g) > 0.

f
g(t)’
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Funkcje wymierna nazywamy wtasciwa, jesli  deg(f) < deg(g).

(stopien licznika jest mniejszy niz stopienn mianownika)

Uwaga. Kazda funkcja wymierna jest sumg wielomianu oraz funkcji wymiernej wtasciwej.
f@) _ p(t)-g(t) +r() r(t)
= =p(t) + —=, deg(r) < deg(g).
(0 o0 0% gy A9t < deols)

22 + 2% + 3z
2 +1
jako sume wielomianu i funkcji wymiernej wtasciwe;j.
20t + 2243 3r+1
r+x°+ x:2x2_1+ T+
2 +1 2 +1

Przyktad 10. Wyrazi¢ funkcje wymierna

na podstawie dzielenia z reszta (przyktad 2).

Def. Funkcje wymierng nad ciatem K nazywamy ulamkiem prostym, jesli ma postaé

f(@)
(R(t))*"

gdzie k € N, deg(f) < deg(h), h — wielomian nierozktadalny w K[t].

Def. Zespolonym utamkiem prostym nazywamy zespolong funkcje wymierna postaci:

———,  gdzie A,a € C oraz n € N.
(z+a)"

Def. Rzeczywistym ulamkiem prostym pierwszego rodzaju nazywamy funkcje

wymierng postaci: gdzie A,a € R oraz n € N.

Def. Rzeczywistym utamkiem prostym drugiego rodzaju nazywamy rzeczywista funkcje
Ar+ B

(22 + px + @)™’
gdzie A, B,p,q € R oraz n € N, przy czym A = p? — 4q < 0.

wymierng postaci:

Przyktad 11. Czy funkcja wymierna jest utamniem prostym

1. nad cialem R?

2
(a) o f_ 0 tak, mianownik jest nierozktadalny i deg(f) < deg(h)
2
(b) " fl nie, bo nie zachodzi deg(f) < deg(h)
3z . :
(c) 2 e bo nie zachodzi deg(f) < deg(h)
2
(d) o f I nie, bo mianownik jest rozktadalny
2
(e) o nie, bo mianownik jest rozktadalny
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f
5
(g) @—1)
3z
(22 + 2 +1)3
3z
(x4 222+ 1)2
5
0+ 7
2. nad cialem C?

2x
T+
3
x4+
2)
x2+1

nie, bo h(x) = x — 1 i nie zachodzi deg(f) < deg(h)

nie, bo nie zachodzi deg(f) < deg(h)

tak, bo mianownik jest nierozktadalny i deg(f) < deg(h)

nie, bo mianownik jest rozktadalny

tak, bo h(z) = z — 1 — nierozktadalny i deg(f) < deg(h)

tak, bo h(x) = 2* + z + 1 — nierozkladalny i deg(f) < deg(h)
tak, bo (z* + 222 +1)? = (22 + 1)* = [h(x)]* i deg(f) < deg(h)

nie, bo x% + 7 rozklada sie na iloczyn réznych wielomianéw kwadratowych

(d) I — tak, bo mianownik jest nierozkladalny i deg(f) < deg(h)

r—1+7
5+ 3j
(x—2j-1)°
r—]
(x—1)°
3J
(2 +2jx —1)3

nie, bo h(z) = x — 1 i nie zachodzi deg(f) < deg(h)

tak, bo h(z) = x — 2j — 1 — nierozktadalny i deg(f) < deg(h)

tak, bo (22 + 2jx — 1)* = (z + 7)° = [h(2)]® i deg(f) < deg(h)

Tw. Kazda wtasciwa funkcja wymierna nad ciatem K rozklada sie w sposéb jednoznaczny na

sume utamkow prostych nad ciatem K.

ZESPOLONA FUNKCJA WYMIERNA WLASCIWA

P(z)

Cn(z - Zl>k1 (Z — Zz)kQ o (z — zm)km

jest suma k; + ko + ... + k,, zespolonych utamkéw prostych, przy czym czynnikowi (z — z;)*

odpowiada suma k; utamkow prostych postaci:

An Aia A,
+ R
z—z  (2—2z)? (z — z;)ks

gdzie stale A sg liczbami zespolonymi.

Przyktad 12.

Wyznaczy¢ rozktad na sume utamkow prostych zespolonej funkcji wymierne;j

224

22(z+7)
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22+ A B

2(z+7) ktad
2(z+7) B +z+j (proponowany rozktad)
P+j _ As(z+4)+ Bletj) + 07

2*(z + ) 22(z+7)

Dalej poréwnujemy liczniki (maja to by¢ wielomiany identyczne)
P+j=Az(z+j)+B(z+j)+C72

Podstawiamy za z pierwiastki mianownika i porownujemy wartosci

Dlaz:=0 j=B-j = B=1

Daz=—-j —-14j=C-(-1) = C=1—

W przypadku gdy mamy z = 0 pierwiastek podwojny, porownujemy pochodne wielomianow
(uwaga: pochodne wielomianéw zespolonych oblicza si¢ tak samo jak rzeczywistych)

2z =2Az+ Aj+ B+2C=z

—1
Dlaz:=0 0=Aj+ Biwiemy,ze B=1,stad 0=A5+1, wiecc A=— =
J

. . + 1 1-
Ostatecznie uzyskujemy rozktad u _ + — j
2(z+j) z 22 z+]

RZECZYWISTA FUNKCJA WYMIERNA WELASCIWA

P(x)
an(x —x)k (2 —xp) (22 + pre+ @)l o (22 4 ps + )

jest sumag k1 +. ..+ k,, rzeczywistych utamkoéw prostych I rodzaju oraz I +. ..+ 1, rzeczywistych
utamkéw prostych 11 rodzaju, przy czym czynnikowi (x — z;)% odpowiada suma k; utamkéw

prostych I rodzaju postaci:

A Aia Ak,
+ ST . —
r—x; (v —um)? (x — a4)k

a czynnikowi (2% + p;x + qj)lﬂ' odpowiada suma [; utamkéw prostych II rodzaju postaci:

leflj + le i ngZL‘ + ng T BﬂjfE + lej
2 +pir+q (2 +pix+q;)? (2 + pjz + q;)"°

gdzie state Ag, Bo, Cp sa liczbami rzeczywistymi.

Przyktad 13.
S5a3 + % + 3z + 1

Wyznaczy¢ rozktad na sume utamkow prostych rzeczywistej funkcji wymiernej 222 1)
x?(x

5x3+x2+3x—|—1_é B  Cx+D

x2(2? + 1) o + 2 + 2211 (proponowany rozktad)
52 + 22+ 32+ 1 B Az(x? + 1) + B(z> 4+ 1) + (Cz + D)z?
z2(x? + 1) N 22(2% + 1)
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Dalej poréwnujemy liczniki (maja to by¢ wielomiany identyczne)
523 + 22+ 32 + 1 = Ax® + Az + Ba? + B + Ca?® + Da?
bt +a?+3x+1=(A+C)2*+ (B+ D)a?> + Az + B

Poréwnujemy wspotezynniki wielomiandw

(x3) 5= A+C = 3
(z?) l= B+D =1
=
(x) 3= A = 2
wyraz wolny 1= B =0

5x3—|—x2+3x—|—1_3+1+ 2x
z2(x? + 1) Cx a2 2241

Ostatecznie uzyskujemy rozktad

Przyktad 14.

523+ 22+ 32+1

Wyznaczy¢ rozktad na sume utamkow prostych nad C zespolonej funkcji wymiernej

22(22 4+ 1)
523 4+ 22 +32+1 a+b+ & . ( kad)
=—+4+— roponowany rozkta
22(z2+1) z 22 z—j z+4] prop Y
Wykorzystamy wyniki z przyktadu 13.
d 2
a=A=3, b=B=1 oraz c,—l— - = :
z—3 z+4+j5 22+1
Wyznaczymy c i d z ostatniej réwnosci
clz+j)+dlz—j) 2z
(z=4)(z+J) (z=j)(z+J)
Dalej poréwnujemy liczniki (maja to by¢ wielomiany identyczne)
o(z + ) +d(z— j) = 22
Podstawiamy za z pierwiastki mianownika i poréwnujemy wartosci
Dlaz:=35 ¢-27=27 = c=1
Daz:=—j d-(-2j)=-2j = d=1
52°+224+32+1 3 1 1 1
Ostatecznie uzyskujemy rozktad nad C: A e S + =+ -+ -
22(22 4+ 1) z 22 z—j z+4j
PODSUMOWANIE
Wyznaczanie rozkladu funkcji wymiernej na sume utamkéw prostych — metoda

wspolczynnikéw nieoznaczonych

1. Dang funkcje wymierng wtasciwg zapisujemy w postaci nieskracalnego utamka

z mianownikiem w postaci iloczynu poteg wielomianéw nierozktadalnych.
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2. Zapisujemy przewidywang posta¢ rozktadu na sume utamkéw prostych

(liczniki zapisujemy w postaci nieoznaczonej - nieznane wspotczynniki).
3. Dodajemy utamki proste, sprowadzajac je do wspdélnego mianownika.

4. Poréwnujemy liczniki zadanej funkcji wymiarnej oraz otrzymanej sumy utamkéw prostych.
Wspbtezynniki przy tych samych potegach maja by¢ jednakowe. Rozwiazujemy uktad n
rownan z n nieznanymi wspotczynnikami (n jest stopniem mianownika zadanej funkcji

wymiernej)

Uwaga: W przypadku, gdy mianownik rozktadanej funkeji wymiernej ma jedynie pojedyncze

pierwiastki, uzyskujemy rozktad:

f(95) _ Ay n Ay 4 i Ay
x—x1)(x —29) - (T — 2 T—T, T—Ty T =
( ) ) ( )

i wtedy
fle)=A1(x—a2) - (z—axp) + As(x — 1) (. —23) - - (x —xp) + ...+ Ap(z — 1) -+ (. — 1)

Wstawiajac do otrzymanej rownosci kolejne wartosci x;, wyznaczymy tatwo wspotczynniki

Ay Ay

PO CcO TO WSZYSTKO?
Rozktad funkcji wymiernej na sume utamkéw prostych jest wykorzystywany przy obliczaniu
catek funkcji wymiernych.
Zmane sg wzory na catki utamkéw prostych.

W pierwszym kroku nalezy przedstawi¢ funkcje wymierng w postaci sumy wielomianu i funkeji

wymiernej wtasciwej, co uzyskujemy przez dzielenie z reszta.
Nastepnie nalezy zapisa¢ otrzymang funkcje wymierng wtasciwa jako sume utamkéw prostych.

Uzyskujemy w ten sposéb zapis funkeji wymiernej jako sumy wielomianu i pewnych utamkéw

prostych. Catki poszczegdlnych sktadnikow mozna tatwo obliczy¢, korzystajac ze znanych wzo-
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row.



