ALcT WYKEAD O

OZNACZENIA STOSOWANE NA WYKLADZIE ALGT
Symbole logiczne

~, = — negacja (nieprawda, ze);
V — alternatywa (lub);

A — koniunkcja (i);

= — implikacja (jezeli, to);

< — réwnowazno$é (wtedy i tylko wtedy, gdy).

Oznaczenia zbiorow

N — zbiér liczb naturalnych {1,2,3,...};

No=NuU{0} ={0,1,2,3,...};

Z, — zbior liczb catkowitych;

Q — zbiér liczb wymiernych;

R — zbior liczb rzeczywistych;

R, — zbior liczb rzeczywistych dodatnich;

C — zbidr liczb zespolonych;

Rz — zbiér wielomianéw o wspélezynnikach rzeczywistych;
Clx] — zbiér wielomianéw o wspdtezynnikach zespolonych;
Ri[z], Cglz] — zbiory wielomianéw stopnia co najwyzej k;
2X — zbiér wszystkich podzbioréw zbioru X;

Y¥ ={f: X — Y} - zbiér wszystkich funkcji o argumentach w X i wartogciach w Y.

DZIALANIA ALGEBRAICZNE

Niech A bedzie niepustym zbiorem, n € Nj.
Def. Dzialaniem n-argumentowym (wewnetrznym) w zbiorze A nazywamy kazda funkcje

fA"— A.

Przyktady.

Dodawanie i mnozenie to dziatania 2-argumentowe w zbiorach N, Z, Q, R.

Odejmowanie nie jest dziataniem wewnetrznym w zbiorze N, ale jest dzialaniem w zbiorach
Z,Q,R.

Dzielenie nie jest dzialaniem wewnetrznym w powyzszych zbiorach, ale jest dziataniem np.

w zbiorach Q \ {0} i R\ {0}.
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Def. Niech F - uklad dzialan w zbiorze A # (). Pare (A, F) nazywamy algebra.

P,rzykiady (Ilg@b?": (Na +)7 (N7 +7 ')7 (Za +7 ')7 (Z7 _)a (@7 _>a (Q: +7 B ')7 (]R7 +)7 (Ra +7 ')7

(2N U, N), (R¥, o) — zbiér funkcji rzeczywistych z dzialaniem sktadania.

Dzialania binarne to dzialania 2-argumentowe (A # @) f: A2 — A.

Bedziemy stosowaé oznaczenie: f(x,y) = xoy.
Def. Mowimy, ze dziatanie o w zbiorze A jest przemienne, jesli Va,b € A aob=boa.

Def. Moéwimy, ze dzialanie o w zbiorze A jest laczne, jesli Va,b,c € A (aob)oc=ao (boc).

Przyktady:

Dziatania dodawania i mnozenia liczb sg taczne i przemienne.

Dziatanie odejmowania i dzielenia nie jest taczne ani przemienne.

Dziatanie sktadania w zbiorze funkcji f : X — X jest laczne, ale nie jest przemienne.
Dziatanie x o y = x w zbiorze R jest taczne, ale nie jest przemienne, bo
(aob)oc=aob=a oraz ao(boc)=aob=a, zaSaob=ua, gdy boa =b.
Dziatanie z x y = 22 + y* w zbiorze R jest przemienne,

ale nie jest taczne, bo (2?2 4+ y?)? + 22 # 22 + (y? + 2%)2

Dziatanie z ¢ y = x + y? w zbiorze R nie jest ani laczne, ani przemienne.

Def. Niech o, ¢ - dziatania binarne w A.
Moéwimy, ze dziatanie o jest rozdzielne wzgledem dzialania ¢, jesli

Va,b,ce Aao(boc)=(aob)o(aoc)iVa,bce A(boc)oa=(boa)o(coa).

Przyktady:

Mnozenie liczb jest rozdzielne wzgledem dodawania.

Dziatanie sumy jest rozdzielne wzgledem przeciecia, a dziatanie przecigcia jest rozdzielne
wzgledem sumy w algebrze zbioréw (2%, U, N).

Koniunkcja jest rozdzielna wzgledem alternatywy, a alternatywa rozdzielna wzgledem

koniunkeji w algebrze zdan ({0, 1}, A, V).

Def. Element ¢ € A nazywamy elementem neutralnym dziatania o w zbiorze A, jesli

Vac A(eca=aoe=a).
Uwaga. Jedli istnieje element neutralny dziatania o w zbiorze A to jest on wyznaczony jedno-
znacznie (czyli moze istnieé¢ tylko jeden element neutralny danego dziatania).

Przyktady:

Elementem neutralnym dziatania dodawania jest liczba 0 w zbiorach Z, Q, R.
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W zbiorze N dodawanie nie ma elementu neutralnego.

W zbiorach N, Z, Q, R elementem neutralnym mnozenia jest liczba 1.

W algebrze funkcji (X%, o) elementem neutralnym sktadania jest funkcja identycznosci idx-.
W algebrze zbioréw (2%,U,N) elementem neutralnym sumy jest (), a elementem neutralnym
przeciecia jest zbior X.

Nie kazde dziatanie posiada element neutralny w danym zbiorze.

Dziatanie z My = max{x,y} nie posiada elementu neutralnego w zbiorze R.

Def. Niech e bedzie elementem neutralnym dziatania o w zbiorze A.
Element b € A nazywamy elementem odwrotnym do elementu a € A, je§liaob=boa =e.

Jesli taki element b istnieje, to element a nazywamy odwracalnym.

Przyktady:

W algebrze (Z,+,-) elementem odwrotnym do liczby = wzgledem dodawania jest liczba —x.
Wzgledem mnozenia odwrotnosci istnieja jedynie dla 11 dla —1.

W algebrach (Q, +, ), (R, +, -) odwracalne wzgledem mnozenia sa wszystkie liczby oprocz zera.
W algebrze funkcji (X, 0) odwracalne sg jedynie bijekcje.

Grupy

Def. Algebre (G, o), gdzie o - dziatanie binarne, nazywamy grupa, jezeli
1. dzialanie o jest tgczne

2. istnieje element neutralny dziatania o

3. kazdy element ze zbioru G jest odwracalny.

Grupe (G, o) nazywamy przemienng (abelowa), jesli dziatanie o jest przemienne.

Przyktady grup: (Z,+), (R,+), (R\ {0}, "),
(Z,+n) = ({0,1,...,n — 1}, dodawanie modulo n),
D,,=(zbiér izometrii n-kata foremnego, ztozenie izometrii),

S,=(permutacje zbioru n-elementowego, ztozenie permutacji).
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Pierscienie i ciala

Def. Algebre (P, ®,®), gdzie &, ® - dziatania binarne, nazywamy pierScieniem, jezeli
1. (P, ®) jest grupa przemienng
2. dziatanie ® jest taczne

3. dziatanie ® jest rozdzielne wzgledem dziatania .

Pierscien (P, @, ®) nazywamy przemiennym, jesli dziatanie ® jest przemienne.
Element neutralny dziatania @ nazywamy zerem pierscienia (ozn. 0).

Jedli istnieje element neutralny dziatania ®, to nazywamy go jedynka pierscienia (ozn. 1).
Przyktady pierscieni: (Z,+,), (Q,+,), (R, +,-), (R[z],+,*) (Zn, +n, n)
Pierscien (P, @, ®) nazywamy cialem, jesli (P \ {0}, ®) jest grupa przemienna.

Przyktady ciat: (Q,+,-), (R,+,-), (C,+,").



