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PRZEKSZTALCENIA LINIOWE

Def. Niech V' i W beda przestrzeniami liniowymi nad tym samym ciatem K.
Funkcje ¢ : V' — W nazywamy przeksztalceniem liniowym (przestrzeni V' w przestrzen W),
jesli dla dowolnych wektorow u,v € V' i dowolnego o € K zachodzg réwnosci

1) o(u+v) = p(u) + p(v) (przeksztalcenie jest addytywne),

2) p(aw) = ap(v) (przeksztalcenie jest jednorodne).

Przyktady: przeksztalcenie zerowe, przeksztalcenie identycznosciowe.
Uwaga: Ztozenie przeksztalcen liniowych jest przeksztatceniem liniowym.

Uwaga: Niech ¢ : V — W bedzie przeksztatceniem liniowym.
Wowezas p(0y) = Oy oraz dla kazdego v € V' zachodzi réwnosé o(—v) = —p(v).

Tw. Jezeli dimV = n i uktad (vy, ..., v,) jest baza przestrzeni V,
to dla dowolnej przestrzeni liniowej W i wektorow wy, ..., w, € W
istnieje doktadnie jedno przeksztatcenie liniowe ¢ : V' — W,

takie ze p(v;) = w; dla kazdego i =1, ..., n.
Macierz przeksztalcenia liniowego

Niech V| W beda skonczeniewymiarowymi przestrzeniami liniowymi nad tym samym ciatem K.

A = (v, ...,v,) - baza przestrzeni V', B = (wy, ..., w,,) - baza przestrzeni W.

Niech ¢ : V' — W bedzie przeksztalceniem liniowym.

Kazdy wektor ¢(v1), ..., p(v,) mozna jednoznacznie zapisa¢ w postaci kombinacji liniowej wektoréw

z bazy B.

QO(’U1> = a1wy + as wo + ... + A1 Wi,

(p(Ug) = Q12W7] + A22W3 + ... + AW,
o(vp) = a1w1 + AgpWs + ... + AWy,

a1 12 ... Qip . .
nazywamy macierza przeksztatcenia ¢
21  A22 ... Q2p

Macierz ' ' . w bazach A i B

i oznaczamy symbolem Mg\(p).
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Kolumny macierzy Mg () sa utworzone ze wspéhrzednych wektoréw ¢(v;) w bazie B

(dla kolejnych wektoréw v; bazy A).

Uwaga: Macierze tego samego przeksztatcenia ¢ : V' — W mogg by¢ rézne - zaleza od wyboru

bazy przestrzeni V' i W, ale zawsze sg tego samego wymiaru m x n, gdzie n = dim V', m = dim W.

Tw. Niech ¢ : V — W iy : W — U - przeksztalcenia liniowe,
gdzie V, W, U - przestrzenie liniowe skonczonego wymiaru nad ciatem K.

Niech A - baza przestrzeni V, B - baza przestrzeni W, C - baza przestrzeni U.

Wowezas — Mg'(t o @) = ME(y) - Mg ().
Stw. Jezeli A i B sa bazami przestrzeni V, to M4(B) = M5 (id).

Stw. Niech ¢ : V' — W bedzie przeksztatceniem liniowym
(V, W - przestrzenie skoficzeniewymiarowe)

A, C - bazy przestrzeni V, B, D - bazy przestrzeni W.
Wéwezas zachodzi réwnosé: MS(p) = ME(id) - Mg\(¢) - MY(id).

Tw. Niech V', W - skonczeniewymiarowe przestrzenie liniowe,

A - baza przestrzeni V', B - baza przestrzeni W.

Niech ¢ : V' — W bedzie przeksztalceniem liniowym, v € V., w € W.
Wowezas  ¢(v) = w < Mg (p) - M4(v) = Mp(w)

Wniosek. Jezeli A i B sg bazami przestrzeni V', to dla dowolnego wektora v € V
zachodzi réwnos¢  Mp(A) - M4(v) = Mp(v).

Def. Jadrem przeksztalcenia liniowego ¢ : V — W nazywamy zbiér
Kerop={veV:pw) =0y}
Def. Obrazem przeksztalcenia liniowego ¢ : V — W nazywamy zbior
Imp ={pv):veV}

Tw. Niech ¢ : V. — W bedzie przeksztalceniem liniowym. Wtedy:

Ker ¢ jest podprzestrzenig przestrzeni liniowej V',

Im ¢ jest podprzestrzenig przestrzeni liniowej W.
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Tw. Jesli V' jest przestrzenia liniowa skonczeniewymiarowa, to dla dowolnego przeksztatcenia

liniowego ¢ : V' — W zachodzi réwnos¢ dim V' = dim Ker ¢ + dim Im .

Def. Niech ¢ : V' — W bedzie przeksztatceniem liniowym.
Jesli Im ¢ jest przestrzenia skonczeniewymiarowg to liczbe dim Im ¢ nazywamy

rzedem przeksztalcenia liniowego ¢ i oznaczamy r(p).

Tw. Niech ¢ : V — W bedzie przeksztalceniem liniowym,

A - baza przestrzeni V', B - baza przestrzeni W.

Woweczas r(p) =r (Mgl(@)).

Uwaga: Rzad macierzy przeksztalcenia nie zalezy od wyboru bazy (wszystkie macierze tego samego

przeksztalcenia maja jednakowy rzad).
Def. Przeksztatcenie liniowe ¢ : V' — W nazywamy nieosobliwym jesli jest réznowartosciowe.

Tw. Niech ¢ : V' — W bedzie przeksztalceniem liniowym (V' - skonczeniewymiarowa).
Nastepujace warunki sg rownowazne:

(1) ¢ jest przeksztalceniem nieosobliwym,

(2) Kery = {0y}

(3) r(¢) = dim V.

Def. Przeksztatcenie liniowe ¢ : V' — W nazywamy izomorfizmem jesli jest réznowartosciowe i

2

na”. Przestrzenie V i W nazywamy wtedy izomorficznymi.

Stw. Przeksztalcenie ¢ : V' — W jest izomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy
Kerop={0y}ilmp=W.

Uwaga: Wymiary izomorficznych przestrzeni skonczenie wymiarowych sa réwne.
Uwaga: Macierz izomorfizmu jest macierza kwadratowa nieosobliwa.

Jesli V' i W sa przestrzeniami liniowymi skoniczeniewymiarowymi i dim V' = dim W

to kazde przeksztalcenie nieosobliwe ¢ : V' — W jest izomorfizmem.

Tw. Kazda przestrzen liniowa wymiaru n nad ciatem K jest izomorficzna z K”.



