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Uktlady réwnan liniowych

Roéwnanie liniowe z niewiadomymi x1, xs, ..., z, € K to rownanie postaci
a1 + Ty + ... + apx, = O,
gdzie aq, s, ...ay,, 3 sa danymi elementami ciata K.

Bedziemy rozwaza¢ uktady m réwnan liniowych z n niewiadomymi:

a11xy + a1y + ... + a1, = by

211 + A92T9 + ... + A9y, T, = b2

()

Am1T1 + AmaZ2 + oo + QppTn = bm

Macierz A = [a;;]mxn Nazywamy macierzg wspoéltczynnikéw uktadu rownan,
macierz B = [b;];nx1 nazywamy kolumna (wektorem) wyrazéw wolnych.

Rozwigzaniem ukladu (*) nazywamy kazdy ciag elementéw (z1,...,x,) € K spelniajacy ten
uktad.

Uktad rownan liniowych nazywamy jednorodnym, jesli wszystkie wyrazy wolne sa rowne 0.

W przeciwnym wypadku uktad nazywamy niejednorodnym.

Uwaga Kazdy uktad jednorodny ma co najmniej jedno rozwiazanie.

Jest nim rozwigzanie zerowe x| = ... = x,, = 0.

Uwaga Wprowadzmy oznaczenie X = [z;],x1. (X — wektor niewiadomych)
Uktad (%) jest wtedy réwnowazny réwnaniu macierzowemu A - X = B,

gdzie X jest niewiadomg macierzg, A, B - danymi macierzami.

Def. Uktad (%) nazywamy ukladem Cramera, jesli liczba réwnan jest réwna liczbie

niewiadomych oraz macierz wspoétczynnikoéw uktadu ma wyznacznik rézny od zera.

Metoda Cramera
Tw. Uktad Cramera ma dokltadnie jedno rozwiazanie.
Jezeli uktad (%) jest ukladem Cramera z n niewiadomymi, to rozwiazanie dane jest wzorami

det A(ml) det A(m) det A(mn)
T = y T2 = y ey In =
det A det A det A

gdzie A = [a;] oraz A(,,) oznacza macierz otrzymana z macierzy A poprzez zastapienie kolumny

(wzory Cramera)

wspOlezynnikéw przy niewiadomej x; kolumng wyrazéw wolnych.

Uwaga. Jedynym rozwiazaniem jednorodnego uktadu Cramera jest rozwiagzanie zerowe.
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Metoda macierzowa
Tw. Jezeli uktad (x) jest uktadem Cramera z n niewiadomymi,
to réwnanie macierzowe A - X = B, gdzie A = [a;;]nxn, B = [bi]nx1, X = [Tj]nx1

ma dokladnie jedno rozwigzanie X = A~!. B.

a1 a1 ... Qip b1
. . 921 929 . Qop bQ

Def. Macierzg rozszerzona ukladu (x) nazywamy macierz A|B =
Am1 Gm2 oo Qmp | by

Tw. Kroneckera-Capellego

Uktlad réwnan liniowych (%) o macierzy rozszerzonej A|B ma rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gdy
r(A) =r(A|B).

Ponadto

1° jedli r(A) = r(A|B) = n, to uktad ma dokladnie jedno rozwiazanie,

2° jesli r(A) = r(A|B) = k < n, to uklad ma nieskoniczenie wiele rozwiazan zaleznych od n — k

zmiennych.

Def. Jadrem macierzy A € M,,x,(K) nazywamy zbiér wszystkich macierzy X € M,y (K), ta-
kich ze AX = 0. Jadro macierzy A oznaczamy symbolem Ker A i traktujemy jako podprzestrzen

przestrzeni K".
Wyznaczenie jadra macierzy odpowiada rozwigzaniu jednorodnego uktadu réwnan o macierzy roz-
szerzonej A|0. Pojecie jadra macierzy A odpowiada pojeciu jadra przeksztalcenia liniowego, ktérego

macierz w ustalonych bazach jest rowna macierzy A.

Def. Ukladem fundamentalnym rozwigzan rownania AX = 0 nazywamy dowolng baze prze-

strzeni rozwigzan tego uktadu, czyli baze przestrzeni Ker A.

Rozwazmy uktad () o macierzy rozszerzonej A|B.

Niech X bedzie rozwigzaniem szczegdlnym roéwnania AX = B.

Kazde rozwiazanie uktadu o macierzy rozszerzonej A|B jest suma pewnego rozwiazania szczeg6lnego

Xy oraz kombinacji liniowej wektoréw z uktadu fundamentalnego rozwiazan.

Rozwigzywanie ukladéw réwnan liniowych

Metoda wyznacznikowa

Jezelir(A) = r(A|B) = k < n, tousuwamy z uktadu (*) te réwnania, w ktérych wspdtezynniki przy
niewiadomych nie wchodza do niezerowego minora stopnia k (wczeéniej wskazujemy taki minor).
Nastepnie po lewej stronie pozostawiamy te zmienne, ktorych wspotezynniki weszty do wskazane-

go niezerowego minora. Pozostale sktadniki przenosimy na prawg strone réwnan. Ze wzgledu na
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zmienne po lewej stronie uktad jest uktadem Cramera. Rozwigzujemy ten uktad traktujac pozostate

zmienne (jest ich n — k) jako parametry.

Metoda eliminacy

Nastepujace operacje wierszowe nie zmieniajg rozwigzania:

- pomnozenie wiersza przez stata rézna od zera

zamiana wierszy miejscami

dodanie do wiersza kombinacji liniowej innych wierszy

skreslenie zerowego wiersza

skreslenie wiersza liniowo zaleznego od innych wierszy.

Przy pomocy operacji wierszowych sprowadzamy macierz rozszerzong uktadu réwnan do postaci
trapezowej (schodkowej) (eliminacja Gaussa). Inna modyfikacja metody eliminacji jest metoda

kolumn jednostkowych.

Metoda eliminacji Gaussa

Jezeli istnieje wiersz, w ktorym sg same zera oprécz ostatniej kolumny, to uktad jest sprzeczny. W
przeciwnym przypadku mozna niewiadome odpowiadajace kolumnom wiodacym (tym, w ktérych
sa schodki) wyrazi¢ za pomoca pozostalych, ktére traktujemy jako parametry. Wyznaczamy nie-
wiadome zaczynajac od ostaniego rownania, wstawiajac p6zniej wyznaczone zmienne do kolejnych
wyzszych réwnan.

Metoda kolumn jednostkowych

Jezeli r(A) = r(A|B) = k < n, to wykonujac operacje wierszowe na macierzy (A|B) mozemy uzy-
ska¢ takg posta¢ macierzy A, w ktérej bedzie k liniowo niezaleznych kolumn macierzy jednostkowej
I.. Gdy taka posta¢ uzyskamy, pozostawiamy po lewej stronie uktadu zmienne odpowiadajace ko-
lumnom jednostkowym, a pozostate przenosimy na prawa strone rownan. Odczytujemy rozwigzanie,

traktujac zmienne, ktore pojawity sie po prawej stronie jako parametry.
Wykorzystanie rozwigzania szczegolnego v ukladu fundamentalnego rozwigzan

Uktlad (*) mozna rozwiazaé znajdujac jego jedno rozwiazanie szczegblne Xy oraz wyzanczajac uktad
fundamentalny rozwiazan odpowiadajacego mu uktadu jednorodnego. Wtedy rozwiazaniem uktadu
(*) bedzie suma Xy + Xp, gdzie X jest kombinacja liniowa wektoréw z uktadu fundamentalnego

rozwigzan.



