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Wyznacznik

Def. Permutacja zbioru {1,...,n} nazywamy bijekcje o :{1,...,n} — {1,...,n}.

Zbiér wszystkich permutacji zbioru {1, ...,n} oznaczamy symbolem S,,.

1 2 ..n
Permutacje zapisujemy
o(l) o(2) ... a(n)

Uwaga. Dla zbioru n-elementowego istnieje doktadnie n! permutacji.

Niech o bedzie permutacja zbioru {1,....,n}, k,m € {1,...,n}.

Def. Pare (o(k),o(m)) nazywamy inwersja permutacji o, jesli k <m i o(k) > o(m).

1 23 45 6
Przyklad. o = € S
3516 2 4

inwersje: (3,1),(3,2),(5,1),(5,2),(5,4),(6,2),(6,4).

Def. Znakiem permutacji o nazywamy liczbe (—1)", gdzie r jest liczba inwersji permutacji o.

Znak permutacji o oznaczamy symbolem sgn (o).

Permutacje o nazywamy parzysta, jesli sgn (o) = 1.

Permutacje nazywamy nieparzysta, jesli sgn (o) = —1.

Def. Wyznacznikiem macierzy [a;;],x, nad K nazywamy element ciata K zdefiniowany wzorem

Z sgn(0) - A1,0(1) * A2,0(2) * - * Uno(n)-
O’ESn

ai] ... QAin

Wyznacznik macierzy A = [a;;]nxn 0znaczamy symbolem det A, det[a;;] lub
Ap1 ... Qpp

Uwaga. Suma w wyznaczniku sktada sie z n! sktadnikow, potowa jest ze znakiem +, a potowa ze
znakiem —. Kazdy sktadnik jest iloczynem n czynnikéw, po jednym z kazdego wiersza i z kazdej

kolumny.

Przyklady 1. detla] = a o | Q11 G12

= a11G22 — A21G12-

a21 A2

aix Qa2 a3
11022033 + (12023031 + G13G21032+
3. | az1 a 23 | =
—Q13QA22031 — Q12021033 — G11023032.
az1 asz ass
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Tw. Dla dowolnej macierzy kwadratowej A zachodzi réwnoéé det A = det AT

Tw. Cauchy’ego. Dla A, B € M, «,(K) zachodzi r6wnosé
det(A- B) = det A - det B.

Wniosek. Dla dowolnej macierzy kwadratowej A zachodzi réwnosé det(A™) = (det A)™.

Wtlasno$ci wyznacznikéw

1. Wyznacznik macierzy, w ktérej wiersze (kolumny) sg liniowo zalezne jest réwny 0.
7 tego wynika, ze réwny 0 bedzie wyznacznik macierzy

- ktora ma wiersz lub kolumne sktadajaca sie z samych zer;

- w ktorej wystepuja dwa jednakowe wiersze lub kolumny;

- w ktorej jeden wiersz (kolumna) jest kombinacja liniowa innych wierszy (kolumn).

2. Wyznacznik macierzy jest jednorodng i addytywna funkcja wierszy i kolumn macierzy.
W szczegdlnosei z dowolnego wiersza (kolumny) mozna wylaczyé rézna od zera stata

przed wyznacznik.

aiy ... a1j A1p a1y ... Q15 ... Qin ai ... «@ay; ... Qip
aa;y ... QQg ... Qi | = Q| a; ... Qg5 oo Qi | = | Qi1 ... Q45 .o Qip
Ap1 - Apj oo App Gp1l --v Qpj ... Qnp apl ... QQpj ... App

Whiosek. Niech A € M, (K), a € K. Wtedy det(ad) = o™ det A.

3. Warto$¢ wyznacznika nie zmienia sie, jesli do wiersza (kolumny) dodamy wielokrotnosé innego

wiersza (kolumny).

4. Przestawienie dwoch wierszy (kolumn) powoduje, ze wyznacznik zmienia znak na przeciwny.

Def. Macierz kwadratowa A nazywamy nieosobliwa, jesli det A # 0.

W przeciwnym wypadku macierz kwadratowa A nazywamy osobliwa.

Def. Dopelnieniem algebraicznym wyrazu a;; macierzy kwadratowej A = [a;;] € M« (K)
nazywamy skalar

Aij = (=1)""7 . det By,
gdzie B;; jest macierza otrzymang z macierzy A poprzez usuniecie jej i-tego wiersza

oraz j-tej kolumny.
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Tw. Laplace’a. Dla dowolnej macierzy A = [a;;]nxn Oraz i, € {1,...,n} zachodza réwnosci
det A =a;; - Ay + aio - Aig + ... + @iy, - Aiy, (rozwiniecie Laplace’a wzgledem i-tego wiersza)

det A =ay; - Ayj + agj - Agj + ...+ anj - A, (rozwiniecie Laplace’a wzgledem j-tej kolumny)

Def. Niech [A;;] bedzie macierza, ktorej wyrazami sa dopelnienia algebraiczne wyrazéw a;;

macierzy A. Macierz [A;;]7 nazywamy macierza dolaczong macierzy A i oznaczamy AP.

Tw. Dla dowolnej macierzy kwadratowej A zachodzi réwnos¢ A- AP = AP . A= (det A) - I.

1
Whniosek. Jesli A jest macierza kwadratowa nieosobliwg, to A~! = et A
e

D

Wniosek. Macierz kwadratowa jest odwracalna wtedy i tylko wtedy, gdy jest nieosobliwa.

1

Wniosek. Jesli macierz A jest odwracalna, to det(A™') = .

Rzad macierzy

Def. Minorem stopnia k macierzy A,,», nazywamy wyznacznik macierzy kwadratowe;j

otrzymanej z A poprzez wykreslenie m — k wierszy i n — k kolumn.

Def. Rzedem macierzy nazywamy najwiekszy stopien jej niezerowego minora.

Rzad macierzy A oznaczamy symbolem r(A) lub rank(A).

Tw. Liczba k € N jest rzedem niezerowej macierzy A wtedy i tylko wtedy, gdy
1° istnieje rézny od zera minor stopnia k macierzy A,

2° nie istnieje rézny od zera minor macierzy A stopnia wiekszego niz k.

Uwaga. Znalezienie zerowego minora stopnia k nie oznacza, ze r(A) < k.

Stw. Dla dowolnej macierzy A zachodzi réwnosé r(A) = r(AT).

Whiosek. Rzad macierzy nie moze przekracza¢ ani liczby jej wierszy, ani liczby jej kolumn.

Rzad macierzy nie zmienia si¢ w wyniku wykonania nastepujacych operacji:

- dodania do wiersza (lub kolumny) wielokrotnosci innego wiersza (odpowiednio kolumny),
- pomnozenia wiersza (lub kolumny) przez stata rézna od zera,

zamiany wierszy (lub kolumn) miejscami,

- skreglenia zerowego wiersza (lub zerowej kolumny),

skreslenia wiersza bedacego kombinacja liniowa innych wierszy

(lub kolumny bedacej kombinacja liniowa innych kolumn).
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Kolumny i wiersze macierzy jako wektory

Uwaga. Kolumny macierzy A € M,,x,(K) mozemy interpretowaé jako wektory z przestrzeni K™,
a wiersze jako wektory z przestrzeni K”.
Niech A; oznacza j-ta kolumne, za$ A* oznacza i-ty wiersz macierzy A.

Wtedy macierz A mozemy zapisaé¢ w postaci A = [Ay, Ag, ..., A,).

Wtedy rzad macierzy A, r(A) = dim Lin{Ay,..., A} = dim Lin{A', ..., A™}.

Rzad macierzy jest réowny maksymalnej liczbie liniowo niezaleznych kolumn (wierszy) macierzy.

Macierz ukladu wektoréw, macierz zmiany bazy

Niech V' bedzie skoniczenie wymiarowa przestrzenia liniowa o bazie B = (vy,...,v,).
Dowolny wektor w € V mozemy jednoznacznie przedstawi¢ w postaci:
W= V1 + ... + QpUy.
aq
Ozn. Mg(w) =| ‘ | - macierz wspotrzednych wektora w w bazie B.

On

Symbolem Mpg(A) bedziemy oznaczaé macierz wspéhrzednych wektoréw uktadu A w bazie B.

(W kolumnach macierzy zapisujemy wspétrzedne kolejnych wektoréw uktadu A.)

Tw. Niech B = (vy,...,v,) bedzie baza przestrzeni V.

Dla dowolnego uktadu A = (uy, ..., u,,) wektoréw z przestrzeni V' zachodzi réwnosé

dim Lin{uy, ..., up } = r(Mp(A)).

Tw. Niech B = (vy, ...,v,) bedzie baza przestrzeni V.

Nastepujace warunki sg rownowazne:

(1) Uktad A = (uy, ..., u,) wektoréw z V' jest baza przestrzeni V,
(2) r(Mp(A)) =n,
(3) det Myz(A) # 0.

Def. Jezeli A i B sg bazami przestrzeni V', to macierz M 4(B) nazywamy

macierza zmiany bazy (lub macierza przejscia od bazy A do bazy B).

Stw. Jezeli A i B sa bazami przestrzeni V, to M4(B) = (Mg(A))~'.

Stw. Jezeli A i B sa bazami przestrzeni V, w € V, to Mp(w) = Mp(A) - M(w).



