Matematyka Konkretna 1 Wyktad 9 1
Przestrzenie liniowe

Def. 1. Przestrzeniq liniowq (wektorowa) nad K nazywamy tréjke (V,+), (K, &, ®), )
o nastepujgcych witasnosciach:

1) (V,+) jest grupg przemiennag,

2) (K, ®,®) jest ciatem,

3)  :KxV =V jest dzialaniem zewnetrznym ciata K na zbior V
spetniajgcym dla dowolnych o, 3 € K @ dowolnych u,v € V nastepujgce warunksi:
° (a®pf)-v=a-v+p-v
2° a-(u+v)=a-ut+a-v
3 - (fv)= () v
4° 1-v=w (gdzie 1 oznacza jedynke ciala K).

Elementy zbioru V' nazywamy wektorami, elementy zbioru K nazywamy skalarami.

Dziatanie - nazywa sic mnozeniem wektoréw przez skalary.

Przyktady

1. R” nad R, C" nad C

2. R[z] nad R, R, [z] nad R, C[z] nad C, C,[z] nad C
3.Cnad R

Element neutralny grupy (V,+) nazywamy wektorem zerowym i oznaczamy O.
Wektor przeciwny do v € V' w grupie (V, +) oznaczamy symbolem —uv.

Réznica wektoréw v —u =v + (—u) dlav,u € V.

Tw. 1. Niech V bedzie przestrzeniq liniowg nad K, v € V, a € K. Wowczas
lL.Laov=0&a=0Vv=20
2. (—a) - v=a-(—v) = —(aw)

Jesli f: X - Y iAC X tofunkcje ¢ : A — Y, taka ze dla kazdego = € A zachodzi ¢(x) = f(x)

nazywamy obcieciem funkcji f do zbioru A i oznaczamy f|4.

Def. 2. Podzbior W CV, gdzie ((V,+),K,-) jest przestrzeniq liniowg nad K,
nazywamy podprzestrzeniq liniowq przestrzeni V., jesli tréjka (W, +|w), K, -|w)

jest przestrzeniq liniowg.
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Tw. 2. Niech ((V,+),K, ") bedzie przestrzeniq liniowg.

Tréjka (W, +),K, ), gdzie W C Vjest podprzestrzeniq przestrzeni V- wtedy i tylko wtedy, gdy
1. YyyweWuov+weW
2. VoeKYveW ave W

(lub réwnowaznie Va € K Yo,w € W av+w € W).

Wilasnosci

Jedli 0 — wektor zerowy przestrzeni liniowej V', to {0} jest podprzestrzenia przestrzeni V.
Jesli U i W sa podprzestrzeniami przestrzeni liniowej V', to U N W jest podprzestrzenig V.

Jesli U i W sa podprzestrzeniami przestrzeni liniowej V, to U+ W ={u+w:u € UAw € W}

jest podprzestrzenia przestrzeni V.

Def. 3. Niech V - przestrzen liniowa nad K, oy, aq,...,a, € K, v,09,...,v, €V, néeN.
Wektor av1 + aave + ... + a,v, nazywamy kombinacjg lintowq wektorow vy, ve, ..., v,

o wspotczynnikach oy, o, ..., .

Zbior wszystkich kombinacji liniowych wektoréw vy, vo,...,v, z przestrzeni V nad cialem K
oznaczamy Lin{vy,va, ..., v, },

tzn. Lin{vy, vg, ..., v} = {oqvy + agvg + ... + @y, g, o, ..., € K}

Przyjmujemy dodatkowo, ze Lin{(}} = {0}.

Uwaga. Dla dowolnych wektoréw vy, vy, ...,v, € V' Lin{vy, va, ..., v, } jest podprzestrzenia
przestrzeni V. Lin{vy, vs, ..., v, } nazywamy przestrzenia rozpieta przez wektory vy, v, ..., v,

lub przestrzenig generowana przez ten zbior wektorow.

Def. 4. Niech vy, v, ..., v, - wektory z przestrzeni V' nad ciatem K.
Cigg (v1, 09, ..., v,) nazywamy uktadem wektoréw w przestrzeni V- nad ciatem K.
Poduktadem ukladu (vi,vs, ..., v,) nazywamy uktad (v;,, vy, ..., i, ),

gdzie 1 <11 < ... <1 <n.

Dodatkowo wprowadza sie pojecie ukladu pustego, ozn. (.

Def. 5. Niech aq,as, ..., a, € K.
Uktad wektorow (vy, v, ...,v,) w przestrzeni liniowej V nad K nazywamy lintowo niezalez-

nym, jesli zachodzi implikacja: o101 + aove + ... + av, = 0= a1 = s = ... = o, = 0.

W przeciwnym wypadku uktad (vi,ve, ..., v,) nazywamy liniowo zalezZnym.
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Przyjmujemy, ze uktad pusty jest liniowo niezalezny.

Stw. Uktad wektoréw jest liniowo zalezny wtedy i tylko wtedy, gdy jeden z wektoréw uktadu

mozna wyrazi¢ w postaci kombinacji liniowej pozostatych.

Def. 6. Niech V' bedzie przestrzenig liniowq nad ciatem K.

Uktad (vy, ..., v,) wektoréw z przestrzeni V- nazywamy bazaq przestrzeni V', jesli

1° wklad (vy, ..., v,) jest liniowo niezaleiny,

2° Lin{vy,...,v,} =V (uklad (vy,...,v,) Tozpina przestrzen V).

Warunek 2° jest réwnowazny warunkowi: Yw € V day,...,qa, € K w = ajv; + ...a,v,,

tzn. kazdy wektor z przestrzeni V mozna wyrazi¢ w postaci kombinacji liniowej wektorow
vy, ..., Up. 4 warunku 1° wynika, ze przedstawienie to jest jednoznaczne.

Uktad skalaréw (aq, ..., a;,) nazywamy wspoOlrzednymi wektora w w bazie (vy, ..., v,).

Przyjmujemy, ze baza przestrzeni zerowej jest uktad pusty.
Tw. 3. Kazda przestrzen liniowa posiada baze.
Tw. 4. Jezeli uklady (vq,...,v,) oraz (wy, ..., wy,) sq bazami przestrzeni V', to n. = m.

Def. 7. Przestrzen wektorowqg majgcg (skoriczong) baze nazywamy skonczenie wymiarowaq.
Jezeli V' jest skonczenie wymiarowq przestrzenig wektorowq, to liczbe elementéw bazy przestrzeni

V' nazywamy wymaiarem przestrzent V i oznaczamy symbolem dim V.

Jezeli zaden skonczony uktad niezerowej przestrzeni V- nie rozpina catej przestrzeni V,
to mowimy, ze V' jest przestrzeniqg mieskonczenie wymiarowaq.

Tw. 5. Niech V' bedzie niezerowq przestrzeniq liniowg.

Nastepujgce warunki sq rownowazne

(1) Uktad (vq,...,v,) jest bazq przestrzeni V.

(2) Uktad (vq,...,v,) jest liniowo niezalezny i dimV = n.

(3) Lin{vy,..,v,} =V i dimV =n.

(4) Uktad (vq,...,v,) jest maksymalnym liniowo niezaleinym ukladem w przestrzeni V.

Niech 1 oznacza jedynke ciata K, 0 - zero ciata K.

Uktad ((1,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,0, ..., 1)) jest baza przestrzeni K" nad K.

Baze te oznaczamy &, i nazywamy baza kanoniczng (standardowa) przestrzeni K" nad K.
Wektory z tej bazy nazywamy wektorami jednostkowymi i oznaczamy eq, es, ..., e,.

W przestrzeni K, [t] nad K baza kanoniczna (standardowa) jest uktad (¢",¢"1, ..., ¢, 1).



