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Funkcje

Funkcje bedg traktowane jako relacje specjalnego typu.

Def. 1. Relacje binarng R C X X Y nazywamy jednoznaczng gdy,
Ve € X Vy,yo € Y(x Ryt ANx Rys = 41 = o).

Relacje jednoznaczng nazywamy funkcjg o argumentach w X i wartosciach w'Y,
jeslidr = X, czyliVe € X dyeY xRy.

Dla funkcji f stosujemy oznaczenie f: X — Y.

Zbior X nazywamy dziedzing funkcji f i oznaczamy Dy.

Przeciwdziedzine relacji f, czyli zbiér f(X)={y €Y : Tz e X y=f(x)} CY
nazywamy zbiorem wartosci funkcji f i oznaczamy D]TI.

Zbiér wszystkich funkcji f : X — Y oznaczamy Y.

Zlozenie (superpozycja) funkcji

Ztozenie funkcji definiujemy tak, jak zlozenie relacji.

Niech f: X - Y ig:Y — Z, wtedy okreslamy ztozenie tych funkcji nastepujaco:

gof:X—2, (gof)lw) =z ey y=f(x)Nz=ygy),

czyli dla kazdego x ze zbioru X istnieje doktadnie jeden element z w zbiorze Z
taki, ze z = g(f(x)).

Uwaga 1: Nie dla wszystkich funkcji f: X — Y i ¢g:Y — Z, dla ktérych istnieje
g o f musi istnie¢ ztozenie f o g. Nawet jesli istniejg oba ztozenia, to na ogdt nie
sg sobie réwne. Oznacza to, ze superpozycja funkcji nie jest operacja przemienna.

Uwaga 2: Zachodzi tacznos$¢ ztozenia, czyli dla dowolnych funkcji f : X — Y,
g:Y —Z 1 h:Z— Wmamyho(gof)=(hog)of.

Uwaga 3: Relacja odwrotna do funkcji nie musi by¢ funkcja.

Podstawowe wtasnosci funkcji
Def. 2. Do funkcji f : X — Y stosujemy nastepujgce okreslenia:

e réZnowartosciowa — injekcja, jesli Vri,x9 € X [11 # 2o = f(21) # f(x2)]

lub rownowaznie Yxy,xe € X [f(z1) = f(x2) = 21 = x4,
e "na” — surjekcja, jesli D;l =Y, cwliVyeY Jz e X y=f(x),

e wzajemnie jednoznaczna — bigekcja, jesli jest roznowartosSciowa © "na’”.

Szczegoblne rodzaje funkcji
e Funkcja identycznosci: Ix: X — X; Ix(z) =2z Ve e X.

e Funkcja odwrotna: Jesli f : X — Y jest bijekcja, to istnieje funkcja
g:Y — X taka, ze g(y) = x < f(x) = y), oznaczenie: g = f~ L.
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e Funkcja charakterystyczna zbioru: Niech A C X, definiujemy funkcje
charakterystyczng zbioru A:

1, gdy z€ A

¢ 0,1}, =
XA —{0,1} xa() {07 ody z¢ A

e Permutacje: Jedli X jest zbiorem skonczonym, to bijekcje zbioru X na-
zywamy permutacjami. Niech X = {1,2,...,n}, permutacje f : X — X
zapisujemy:

(i st 0 sl

Sktadanie permutacji wykonujemy w nastepujacy sposob:

(ot o ot )* (st s st )=

Fakt: Jezeli funkcjie f : X — Y ig:Y — Z sg bijekcjami, to istnieje funkcja
odwrotna do go f, (gof)'=f"log™h

Operacje na funkcjach

e Obciecie funkcji: Niech f : X — VY, (f € X xY), Z C X, wte-
dy Z xY C X xY. Funkcja g jest obcieciem funkcji f do zbioru Z, jesli
gC ZxY oraz g(z) = f(z) dla z € Z.

e Definiowanie warunkowe funkcji: Niech f; : X; — Yy, fo: Xo — Yo, ..
Jn: Xy — Yy oraz XiNX; =0, gdy i # j. Wtedy funkcje f = f1U foU... U f,
definiujemy nastepujaco: f(x) = fi(x) dla z € X;.

Obrazy i przeciwobrazy zbioréw
Niech f: X —Y, ACX, BCY.

Def. 3. Obrazem zbioru A wyznaczonym przez funkcje f nazywamy zbior

JA) ={yeY: Twed y=f@)}={fx): veA}= J{f@)}CY.

z€A
Uwaga: y € f(A) & 3z € A y= f(z).
Def. 4. Przeciwobrazem zbioru B wyznaczonym przez funkcje f nazywamy zbior
fFUB)={zxeX: f(z)eB}CX.

Uwaga: r € f~(B) & f(z) € B.
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Wtasnosci obrazéow i przeciwobrazow zbiorow

Tw. 1. Niech dana bedzie funkcja f : X — Y, zbiory A,B C X,
C,D CY irodziny zbioréw {A;, i € I} C 2% oraz {B;, j € J} C 27,
wtedy:

L f(UA)=U[f(A) rowniez f(AUB) = f(A)U f(B);

el el
2 FUUB)=U F(B) takie f(CUD)=f(C)UF (D)
% (N A) € () F(A)  réuniez  f(ANB) C F(4) N f(B)

4. NN B) =N f(B)) oraz f7HCND) = f~HC)NfH(D);

jed jed
5. AC B= f(A) C f(B);
6. CC D= f}C)C f YD)
7. (AN f(B) € f(A\ B);
8
9

HOWNfT ( )= f(C\D);
L fTHf(A)) 2
10. f(f‘l(C)) =N f(X);
11. f(0) = 0;

12.CND#£0= f1(C)n f YD) #0.

Tw. 2. Jezeli funkcja [ : X — Y jest roznowartosciowa, to zachodzq
TOWNO0SCL:

L f(NA) =N f(A)  réwniez f(ANB) = f(A)N f(B);

2. F(A\f(B) = f(A\ B);
3. fTHf(A) = A.



