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Relacje

Tematem sa relacje, czyli pewne zwigzki pomiedzy obiektami. Zazwyczaj méwimy, ze
elementy sg w relacji, jesli jest miedzy nimi pewna zalezno$¢. Formalnie relacje definiujemy
jako podzbiory iloczynu kartezjanskiego zbioréw.

Okreslenie relacji

Def. Relacjg n-argumentowq nazywamy zbior R C X1 X X5 X ... x X,,.
Zbior X1 U Xy U ... UX, nazywamy polem relacjz.
Jeshh X1 =Xy = ... =X, =X, to méwimy o relacji w zbiorze X.
Przypadki szczegdlne:
e n =1 wtedy R C X, relacja 1-cztonowa jest podzbiorem zbioru X,

e n=2 to RC X XY nazywamy relacjg binarna.

Relacje binarne

Niech R C X x Y. Stosujemy réwnowazne zapisy (z,y) € R oraz = Ry ktére czytamy:
x jest w relacji R z elementem y.

Wykresem relacji R C XxY nazywamy zbior wszystkich par (z,y) bedacych w relacji R.
Definiujemy ponadto:

e zaprzeczenie relacji R: © Ry < —x Ry;
e dziedzina relacji R to zbiér: domR=dp:={x € X : Jy €Y xRy};
e przeciwdziedzina relacji R to zbiér: dp' :={y €Y : 3z c X xRy};

e relacja odwrotna do R to relacja: R™!' := {(y,z) € Y x X : (x,y) € R},
yR 'z e xRy, dp-=dg', dgt =dg;

e zlozenie relacji Ri S: jeSli RCX XY, SCYXxZ,toSoR=UCX xZ

zUze3dyeY (xRy NySz).
Skladanie relacji nie jest przemienne, ale jest taczne, to znaczy: Ro(SoT') = (RoS)oT.

Relacje szczegdlne
1. Relacja pelna (kazdy x jest w relacji z kazdym y) — R=X x Y
2. Relacja pusta (zadne elementy nie sag w relacji) - R=0C X xY;

3. Relacja identycznosci (réwnosci) — Ix = idx :

Ix CXxX, zlyysr=y, Rolx=R.
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Podstawowe wtlasnosci relacji
Def. O relacji R C X x X mowimy, Ze jest:
1. zwrotna < Vr e X zRx
2. symetryczna < Vz,y (r Ry =y Rx)
3. antysymetryczna < Vr,y [(t RyAyRx) =z =y
4. spéjna < Vzr,y (tRyVyRxVax=y).
5. przechodnia < Vz,y,z [(t Ry N\yRz) = x Rz|
Operacje na relacjach
Niech Ry, Ry C X? - relacje. Definiujemy nastepujace operacje:
e suma relacji—- RiURy: z(RiUR)y< xRiyVaRyy;

e przeciecie relacji — RN Ry : z(RiNRy)y< xRiyANz Ry,

e dopehienie relacji — X?\ Ry : z(X2\ R)y < ~x Ry y.

Relacje ro6wnowaznosci

Relacje rownowaznosci pozwalaja utozsamia¢ (grupowac) obiekty majace wspélna wybrang
ceche.

Def. Relacja o w zbiorze X jest relacjag réwnowaznoscsi, jesl jest zwrotna, symetryczna

i przechodnia.

Stosujemy oznaczenia: x ~ vy, TR Y, T =1y.

Def. Niech o — relacja réwnowaznosci w zbiorze X # .

Klasag abstrakcji elementu x € X wzgledem relacji o nazywamy zbior:

[z]l,={y € X : woy}, a€lz],& 200
Kazdy element a € [z], jest reprezentantem tej klasy abstrakcji.
Def. Zbiorem tlorazowym relacji o nazywamy zbior wszystkich klas abstrakcji

wzgledem relacji o:

X/ =Alz],: v € X}
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Tw. Jezeli o jest relacjg rownowaznosci w zbiorze X, to:
1. Ve e X z€lx],
2. Yo,y € X ([z], = [yl, & z0y)
3. Va,y € X ([z], 7 lylo = [l N [yle = 0)
4- Upexlalp =X
5. Vr,ye X ye€lz], =z € [y,

Def. Niech X # (). Rodzing A = {A; : i€ I} C 2% nazywamy podziatem zbioru X,

jesli spetnione sq nastepujgce warunki:
1. VA, e A A #10
2. VA, Aje A Ai#A = ANA =0
3. Uier Ai = X.

Tw. Jezeli o jest relacjg rownowazinosci w zbiorze X, to zbidr ilorazowy X/, jest podziatem
zbioru X, ponadto jesli A jest podziatem zbioru X, to relacja o4 na zbiorze X okreslona
nastepujgco:

roay<s JA, €A (xe AiNny e A)

jest relacjg rownowaznosci.



