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WIELOMIANY

Def. Wielomianem stopnia n € Ny o wspotezynnikach z ciata liczbowego K nazywamy funkcje

w : K — K okreslong wzorem
w(t) = ap + art + ... + ant”, gdzie ag, aq,...,a, € K, a, # 0.

Liczby ag, ay, ..., a, nazywamy wspotczynnikami wielomianu w.
Funkcje w(t) = 0 nazywamy wielomianem zerowym.
Przyjmujemy,ze stopien wielomianu zerowego jest rowny —oo

Wielomiany stopnia mniejszego niz 1 nazywamy wielomianami stalymi.

Zbiér wszystkich wielomianéw o wspétezynnikach z ciata K oznaczamy K[t].
Stopienn wielomianu w oznaczamy deg(w) lub st(w).

W zbiorze wielomianéw definiujemy dzialanie dodawania i mnozenia.

Def. Suma wielomianéw wy, wy € K[t] nazywamy wielomian w; + we € K[t],

taki ze (wq + ws)(t) = wi(t) + wo(t) dla kazdego t € K.

Def. Iloczynem wielomianéw wy, ws € K[t] nazywamy wielomian w; - we € K]t],

taki ze (wy - we)(t) = wi(t) - wa(t) dla kazdego t € K.

Def. Méwimy, ze wielomian w € K[t] jest rozkladalny nad ciatlem K, jesli istnieja wielomiany
wy, we € K[t] o dodatnich stopniach, takie ze w = wy - ws.

W przeciwnym wypadku wielomian w € K[t] nazywamy nierozkladalnym.

W zbiorze wielomianéw K[t] wykonalne jest dzielenie z reszta, tzn.

dla dowolnych wielomianéw w, p € K[t], gdzie p nie jest wielomianem zerowym,
istnieja jednoznacznie okreslone wielomiany ¢, r € K[t], takie ze dla kazdego t € K
zachodzi rownosc

w(t) =p(t) - q(t) +r(t), gdzie r jest wielomianem nizszego stopnia niz p.

Wielomian r nazywamy resztg z dzielenia wielomianu w przez wielomian p.

Mowimy, ze wielomian w jest podzielny przez wielomian p, jesli r jest wielomianem zerowym.

Tw. (o dzieleniu z reszta). Dla dowolnego wielomianu w € K[t] i dowolnego a € K

reszta z dzielenia wielomianu w przez wielomian (¢ — a) jest réwna w(a).

Def. Liczbe ty € K nazywamy pierwiastkiem wielomianu w € K[t], jesli w(ty) = 0.
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Tw. Bézout (wniosek z tw. o reszcie). Element ¢y € K jest pierwiastkiem wielomianu w € K[t]

wtedy i tylko wtedy, gdy wielomian w jest podzielny przez wielomian (t — tp).

Def. Liczbe ty € K nazywamy k-krotnym pierwiastkiem wielomianu w € K[t] (k € N), jesli
istnieje wielomian ¢ € K[t], taki ze dla kazdego t € K zachodzi w(t) = (t—1t0)*-q(t) i q(to) # 0.

Tw. (Zasadnicze twierdzenie algebry)

Kazdy wielomian w € C[z] rézny od wielomianu stalego ma pierwiastek zo € C.

Whiosek 1. Kazdy wielomian w € Clz] stopnia n € N ma doktadnie n pierwiastkéw zespolo-

nych (uwzgledniajac pierwiastki wielokrotne).

Whiosek 2. Kazdy wielomian w € C[z] dodatniego stopnia mozna roztozy¢ na czynniki liniowe

(ktore ewentualnie moga w rozktadzie wystapi¢ wiecej niz raz).

Tw. Jezeli wszystkie wspdtezynniki wielomianu w € C[z] sa liczbami rzeczywistymi i liczba

2o € C jest pierwiastkiem wielomianu w, to Zy jest rowniez pierwiastkiem wielomianu w.

Uwaga: (v — 20) - (v — Z5) = 22 — 2Re 20 - T + |20|?

(jest to wielomian o wspolezynnikach rzeczywistych, A < 0)

Whiosek. Kazdy wielomian w € R[z] dodatniego stopnia mozna roztozy¢ na iloczyn wielomia-

noéow pierwszego stopnia oraz nierozktadalnych wielomianéw drugiego stopnia.

FUNKCJE WYMIERNE I ULAMKI PROSTE

Def. Funkcja wymierng nad cialem K nazywamy funkcje postaci

gg,g@mﬁgemﬂi@ﬂm>0

Funkcje wymierna nazywamy wtasciwa, jesli deg(f) < deg(g).

Uwaga. Kazda funkcja wymierna jest sumg wielomianu oraz funkcji wymiernej wtasciwej.

f@) _ p@)-g(t) +r@) r(t)

= =p(t) + —=, deg(r) < deg(g).
0RO O+ gy oot < ey
Def. Funkcje wymierng nad cialem K nazywamy ulamkiem prostym, jesli ma postac
ft)

gdzie k € N, deg(f) < deg(h), h — wielomian nierozktadalny w K][t].

(R(£))*"
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Def. Zespolonym utamkiem prostym nazywamy zespolong funkcje wymierng postaci:

——— gdzie A,a € C oraz n € N.
(z +a)"

Def. Rzeczywistym utamkiem prostym pierwszego rodzaju nazywamy rzeczywista funkcje

(x+a)"’

wymierng postaci: gdzie A,a € R oraz n € N.

Def. Rzeczywistym utamkiem prostym drugiego rodzaju nazywamy rzeczywista funkcje
Az +b

(22 + px + q)"’
gdzie A, B,p,q € R oraz n € N, przy czym A = p* — 4q < 0.

wymierng postaci:

Tw. Kazda wtasciwa funkcja wymierna nad ciatem K rozktada si¢ w sposéb jednoznaczny na

sume utamkow prostych nad ciatem K.

1. Zespolona funkcja wymierna wtasciwa

P(z)
C"(z - Zl)kl (Z — 22>k2 o (Z — zm)km

jest suma k; + ko + ... + k,, zespolonych utamkéw prostych, przy czym czynnikowi (z — z;)ki
odpowiada suma k; utamkdéw prostych postaci:

An Aia A,
+ R
z—z  (2—2)? (z — z;)ks

gdzie state Ag sa liczbami zespolonymi.

2. Rzeczywista funkcja wymierna wlasciwa

P(x)
an(x—x)k (2 —xp) (22 + pre+ @)l o (22 ps + )

jest suma ki +. ..+ k,, rzeczywistych utamkoéw prostych I rodzaju oraz [y +. .. 41 rzeczywistych
utamkéw prostych 11 rodzaju, przy czym czynnikowi (x — z;)% odpowiada suma k; utamkéw
prostych I rodzaju postaci:

Ail Ai? Azkl
+ 2+“'+(J;_$Z)kz7

r—x; (r—ux)
a czynnikowi (2% + p;z + ¢;)% odpowiada suma [; utamkéw prostych II rodzaju postaci:

2 +pix+q (22 +pjx+q;)? (22 + pjx +q;)b’

gdzie state Ag, Bo, Cp sa liczbami rzeczywistymi.
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Wyznaczanie rozkladu funkcji wymiernej na sume utamkéw prostych — metoda

wspotczynnikéw nieoznaczonych

1. Dang funkcje wymierng wlasciwa zapisujemy w postaci nieskracalnego utamka z mianow-

nikiem w postaci iloczynu poteg wielomianéw nierozktadalnych.

2. Zapisujemy przewidywana posta¢ rozktadu na sume utamkéw prostych (liczniki zapisuje-

my w postaci nieoznaczonej - nieznane wspo6tczynniki).
3. Dodajemy utamki proste, sprowadzajac je do wspélnego mianownika.

4. Porownujemy liczniki zadanej funkcji wymiarnej oraz otrzymanej sumy utamkoéw prostych.
Wspbtezynniki przy tych samych potegach maja by¢ jednakowe. Rozwiazujemy uktad n
rownan z n nieznanymi wspoétczynnikami (n jest stopniem mianownika zadanej funkcji

wymiernej)

Uwaga: W przypadku, gdy mianownik rozktadanej funkcji wymiernej ma jedynie pojedyncze

pierwiastki, uzyskujemy rozktad:

f(95) _ Ay n Ay I I Ay,
x—x1)(x —29) - (T — T—T1 T—Ty T —k
( )( ) ( )

i wtedy
fle)=A1(x—a2) - (z—axp) + As(x—x1) (. —23) - (x —xp) + ...+ Ap(z — 1) -+ (¥ — 1)

Wstawiajac do otrzymanej rownosci kolejne wartosci x;, wyznaczymy tatwo wspoétczynniki

Ay Ay



