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LiczBY ZESPOLONE

Def. Liczbg zespolong nazywamy uporzadkowana pare liczb rzeczywistych (z,y), z,y € R.

(1,1) = (22,12) & (11 = 22 oraz Yy, = ya).

Réwnosé liczb zespolonych to rownosé odpowiednich wspotrzednych.

Zbiér wszystkich liczb zespolonych oznaczamy przez C.

W zbiorze tym definiujemy dwa dziatania: dodawanie i mnozenie.

Niech 21 = (21,1), 22 = (72, %2)-

Dodawanie liczb zespolonych: zy + zo = (z1,11) + (22, y2) = (21 + x2, y1 + Y2)-

Mnozenie liczb zespolonych: 2y - zo = (z1,y1) - (T2, Y2) = (T172 — Y1Y2, T1Y2 + Toy1).

Dodawanie i mnozenie liczb zespolonych to dziatania taczne i przemienne,

mnozenie jest rozdzielne wzgledem dodawania.

Liczba (0, 0) jest elementem neutralnym dodawania, gdyz (0,0)+ (z,y) = (z,y)+(0,0) = (z,y)
a liczba (1,0) jest elementem neutralnym mnozenia, gdyz (1,0) - (z,y) = (z,v) - (1,0) = (x,y).

Uwaga: Algebra (C, +, ) jest ciatem, podobnie jak (R, +, ).

Zauwazmy, ze dla dowolnych z,y € R zachodzi

(2,0) + (y,0) = (x +y,0) oraz (z,0)-(y,0) = (z-y,0).

Zbiér {(x,0) : x € R} utozsamiamy ze zbiorem liczb rzeczywistych.

Zamiast (x,0) piszemy x.

Def. Liczbe zespolona (0, 1) nazywamy jednostka urojona i oznaczamy j.

Otrzymujemy  (z,y) = (z,0) +(0,y) = (£,0) + (3,0) - (0,1) = (,0) + (0,1) - (y,0) =z +j - y.

Uwaga: j2=(0,1)-(0,1) = (-1,0) = —1

Postaé algebraiczna (kanoniczna) liczby zespolonej (z,y) to z =z + jy, (x,y € R)
czes¢ rzeczywista Rez =z

czesé urojona Imz=y

Uwaga. 21 = 20 & Rez; = Rezy ¢ Imz; =Im 2y

Uwaga. Re (21 4+ 22) = Rez; + Rezy oraz Im (21 + 22) = Im 2 + Im 25

dla dowolnych 21, z5 € C.
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Dzialania na liczbach zespolonych w postaci kanonicznej

Niech z; = 1 + jy1, 22 = 22 + Jya, wtedy

L. z14 20 = (21 +22) + 5 (11 + y2)

2.z —2zo=(x1—22) + (1 — ¥2)

3. a1 a = (w14 jyn) (@2 + jye) = (1172 — y132) + J(212 + 7o)
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(w2 + Jy2) (22 — J12) Ty + Y3 Ty + Y

AT +Jwn
Zy  XTo+Jyo

Def. Sprzezeniem liczby zespolonej z = = + jy, z,y € R nazywamy liczbe Z = x — jy.

Wtasnos$ci sprzezenia  Niech z, 2,2, € C, wtedy

- _ _ _ _ . _ 21 Z1 —
21+ 20 = Z1 + Zo; 21— 29 = Z1 — Z9; 2129 = Z1 -+ 29; Z— = —; (z):z
2

Def. Modutem liczby zespolonej z = x + jy, z,y € R nazywamy liczbe |z| = /22 + 2.

Wtasnos$ci modutu Niech zq, 29,2z € C, wtedy
2] =04 2 =0; ol =zl [fP=2-Z

z z
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Interpretacja geometryczna

Liczbe z = = + jy, mozemy przedstawi¢ na ptaszczyznie jako punkt o wspotrzednych (x,y).

AImZ ‘Imz

: z =r(cosyw + jsin
C— 24y 2 (cosp + jsingp)

r=|z]

1 T N+
A
% t+——Rez ‘ ‘ — Rez

Modut liczby z jest odlegloscia tego punktu od punktu (0,0), czyli liczby zespolonej 0.
Wielko$¢ |21 — 2o jest odlegtoscig miedzy liczbami z; 1 zs.

Miare ¢ kata skierowanego utworzonego przez dodatnig potos osi rzeczywistej i odcinek taczacy
z # 0 z poczatkiem uktadu wspétrzednych nazywamy argumentem liczby z. Zbiér wszystkich
argumentow liczby 2z oznaczamy Arg z.

Argumenty danej liczby zespolonej réznig sie o catkowitg wielokrotnosé liczby 2.



Matematyka Konkretna 1 Wyktad 314 3

Argument liczby z nazywamy argumentem gléwnym, jedli nalezy do przedziatu (—m, 7).
Argument gtéwny oznaczamy arg z.

Uwaga: Argument gtéwny liczby z # 0 to taka liczba ¢ € (—m, 7],

Re I
dla ktoérej cosp = ° sin p = s
2| 2|
. o, Imz
Jesli ¢ € Arg z, to zachodzi rownosé Res tgp
ez

Uwaga: Czasem (w niektorych podrecznikach) przyjmuje sie, ze argument gtéwny jest liczba z

przedziatu [0, 27).

Argument liczby zespolonej 0 nie jest okreslony.

Uwaga: Czasem (w niektérych podrecznikach) przyjmuje sie, ze argumentem liczby 0 jest 0.
Dowolng liczbe z # 0 mozemy zapisa¢ w postaci trygonometrycznej
z =r(cosp + jsinp),
gdzie r =|z|, p € Argz.
Uwaga. Postaé¢ trygonometryczna liczby zespolonej nie jest okreslona jednoznacznie.

Niech z; = ri(cospy + jsingy), 2o = re(cosps + jsings), 11,12 >0, ©1,p2 € R.
Wowcezas 21 = z9 < (r; = ry 1istnieje k € Z takie,ze ¢ = ¢o + 2km)

Dzialania na liczbach zespolonych w postaci trygonometrycznej
Niech z; = |z1](cos 1 + jsingy), 22 = |z2|(cosps + jsinys), 2z = |z|(cosp + jsiny)

iloczyn: zj -2y = |21] - |22][cos(¢1 + ¢2) + 7 sin(p1 + ¢2)]

. z z .
iloraz: ! = u[cos(gal — p9) + jsin(er — p2)]

Zy |2
potegowanie: | z’” = |z|"[cos(ng) + jsin(np)], dlan € N (wzér Moivre’a)
sprzezenie: z = |z|(cos(—¢) + jsin(—y))
przeciwna: —z = |z|(cos(p + 7) + jsin(p + 7)).
Uwaga: Jesli |z| =1, to Lo Z.
Wzory Eulera:
"V =" . eV eV =cosy+ jsiny, (z,y €R).
Dowolng liczbe zespolona z # 0 mozna wyrazi¢ w postaci wykladniczej:

z=re?,

gdzie r = |z|, p € Argz.

Uwaga: ¢&/™ = -1
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Pierwiastki z liczb zespolonych

Niech n € N.

Def. Liczbe t € C nazywamy pierwiastkiem stopnia n z liczby z € C, jedli t" = z.
Uwaga. Dla dowolnego n jedynym pierwiastkiem stopnia n z liczby 0 jest 0.

Twierdzenie.
Jesli z # 0, to istnieje doktadnie n réznych pierwiastkéw stopnia n z liczby z. Pierwiastki

stopnia n € N z liczby z = r(cosp + jsing), r € Ry, ¢ € R, wyrazaja sie wzorami:

2k 2k
t, = {L/?(COSWquSinW), gdziek € Z, 0<k<n-—1.
n n

Pierwiastek stopnia n z liczby zespolonej z # 0, ktéry ma najmniejszy nieujemny argument

nazywamy pierwiastkiem gléwnym stopnia n z liczby z.

Uwaga. Pierwiastki stopnia n > 2 z liczby zespolonej z # 0 znajduja si¢ na okregu o $rodku w

0 i promieniu réwnym {/|z|, i dziela ten okrag na n réwnych tukow.

Symbolem </z oznaczamy zbiér wszystkich pierwiastkéw n-tego stopnia z liczby z.

Vz={teC: t" =2z}

Pierwiastki n-tego stopnia z 1 bedziemy umownie oznacza¢ symbolami wy, (0 <k <n—1).

km . . 2km 20 . 2m\* .
wk:COS—l-jSln:(Cos—l—jsln> = o
n n n n

Fakt. Niech ¢ € C bedzie dowolnym pierwiastkiem stopnia n z liczby z # 0.
Wowezas /z={t - w,: k€ ZN0O<k<n-—1}

Uwaga. Zbior wszystkich pierwiastkéw stopnia n z 1 oznaczamy C,,.

Algebra (C,, ) jest grupa.



