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Teoria mnogosci

Teoria mnogosci to dzial matematyki zajmujacy sie badaniem ogdlnych wtasnosci zbioréw
niezaleznie od natury elementéow, z ktorych sie sktadaja. Tworca tej teorii byt matematyk
niemiecki Georg Cantor (1845 - 1918).

Pojecia pierwotne teorii mnogosci to zbiér oraz bycie elementem zbioru.
Stosujemy nastepujace zapisy:

xr € A — x jest elementem zbioru A; = ¢ A — z nie nalezy do zbioru A

Definiujemy nastepujace podstawowe pojecia:
e () — zbidr pusty (nie ma zadnego elementu, Vo x & () )
e Relacja inkluzji (zawierania) — AC B< x € A= x € B (A jest podzbiorem B)
e R6wnosé zbioréw — A=B e Vi(rec A reB)< (ACB)A(BCA)

Uwaga: Zbioér pusty jest tylko jeden i jest on podzbiorem kazdego zbioru.

Podstawowe dzialania na zbiorach
Niech X bedzie zbiorem, a A i B niech beda jego podzbiorami.
e Suma — AUB={z:x€ AV e B};
e Tloczyn (przeciecie) — ANB={zx:x € ANz € B};
e Réznica — A\B={z:z€ ANz & B};
e Dopelnienie — A'=-A=X\A={z:z2 € X Na & A}.

Uwaga: Elementy zbioru tez moga by¢ zbiorami.

Sposoby okreslania zbioréw
e Wypisanie elementéw zbioru, np. {ay,as, ..., a,};

e Okreslenie zbioru za pomoca funkcji zdaniowej — gromadzenie elementéw maja-
cych wspoélng ceche opisana pewna funkcjg zdaniowa. Ogét elementéw x, ktére maja
wlasnos¢ W(x) oznaczamy {x : W(z)}. Uwaga: Moze si¢ zdarzyé, ze opisana w
taki sposéb klasa obiektow nie jest zbiorem (przyklad — antynomia Russela). Aby
uniknaé¢ takiej sytuacji wybieramy elementy spelniajace okreslong wtasnosé sposrod

ustalonego wezedniej zbioru X. Tworzymy nowy zbiér {z € X : W(z)}.

e 7Zbiér jako obraz zbioru wyznaczony przez funkcje — f(A) = {f(a) : a € A}
(wiecej na wyktadzie o funkcjach).
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Wtasnosci dziatan i relacji na zbiorach
Niech X - ustalony zbiér (przestrzen, tzn. rozwazamy tylko elementy i podzbiory tego
zbioru) oraz A, B, C' C X.
Wtlasnosci relacji inkluzji
1. ACA zwrotnosé
2. ACBANBC(C=ACCC przechodnio$é¢

3. ACBABCA= A=PB antysymetrycznos¢

Wlasnosci dzialan

1. AUB=BUA
ANB=BNA  przemiennos¢

AU(BU C)=(AuB)UC

AN(BN C)=(ANnB)NC  tacznosc
AN(

AU(

BU C)=(ANB)U(ANC)
Bn C)=(AUB)N(AUC) rozdzielnosé

4. C\(AU B)=(C\A)N(C\B) stad (AU BY =A'NB
C\ (AN B)=(C\A)U(C\ B) (AN BY = AUB

prawa de Morgana

AUB C A UB;

5. monotoniczno$¢ sumy i iloczynu: A C Ay AB C B; =
ANBCA NB;

6. AUA=A, ANA=A, A\A=0, AUA =X, (A)=A
AUudD=A, AnO=10, A\D=A, AnA =0

7.ACB= C\BCC\A AN B CA

8. ANBC ACAUB

9. Nastepujace warunki sg réwnowazne:

ACB & AUB=B & ANB=A & A\B=10

Uwaga: Powyzsze wtasnosci mozna wykazaé¢ przy pomocy rachunku zdan.

Zbiér potegowy
Def. 1. Niech A bedzie dowolnym zbiorem. Zbiorem potegowym zbioru A nazywamy
2bidr wszystkich jego podzbioréw. Stosujemy oznaczenia 24 = P(A) = {B : B C A}.

Uwaga: Zawsze (), A € P(A).
Fakt: A C B = P(A) C P(B).
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Produkt — iloczyn kartezjanski zbioréw

Def. 2. Pare uporzadkowang elementéw a i b oznaczamy (a,b) lub {(a,b), a — pierwsza
wspdlrzedna, b — druga wspélrzedna. Para uporzgdkowana ma wlasnosé: (a,b) = (¢, d) <
a=cAb=d.

Uwaga: Istotne jest rozréznienie kolejnosci elementow. Mozna wprowadzié¢ inna definicje
(Kuratowskiego): (a,b) = {{a}, {a,b}}.
Podobnie mozna zdefiniowaé n-tki uporzadkowane (ay, as, ..., a,) jako obiekty rozréznia-

jace swoje kolejne wspotrzedne.
Def. 3. Iloczynem kartezjanskim (produktem) zbioréw A i B nazywamy zbior

{(a,b): a€ ANbEBY}, gdy A#0 N B#0
0, gdy A=0Vv B=190

Ax B =

Fakt: Jezeli A i B sg zbiorami skoniczonymi, A ma m elementéw, a B ma n elementow, to

A x B mam-n elementow.

Wtasnoséci produktu
e X XY #Y x X brak przemiennosci
o (X XY)xZ#Xx (Y xZ) brak tacznosci

e X X (YxZ)=(XxY)*x(X xZ), *oznacza dzialanie U, N lub \.

Rodziny zbioréw, uogoélnione sumy i iloczyny rodziny zbioréw
Niech X # () — dowolna przestrzen, T' # () — dowolny zbi6r (zbiér indekséw).

Def. 4. Indeksowang rodzing podzbioréow zbioru X nazywamy kazdg funkcje
f:T —2% f:t— A, gduieteT, A, C X.
Oznaczenie rodziny indeksowanej: {Aiher = (Ater == f(T) ={A; : t € T}.
Def. 5. Uogdlniong sumag rodziny zbioréw (A;)ier nazywamy zbior
UAd={zeX: IteTzecA}
teT
Uogélnionym iloczynem rodziny zbioréw (A;)icr nazywamy zbidr
A ={zeX: VieT ze A}
teT
Uwaga: Wtasnosci uogdlnionej sumy i iloczynu mozna zapisa¢ nastepujaco:
re|JAeTHeTaeA, ze((AeVieTze A
teT teT
Uogo6lniona suma rodziny zbiorow jest najmniejszym zbiorem zawierajacym wszystkie
zbiory tej rodziny.
Uogolniony iloczyn rodziny zbioréw jest najwiekszym zbiorem zawartym w kazdym

zbiorze tej rodziny.
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Wtasnosci dzialan uogélnionych

Tw. 1. Jezeli (Ay)ier, (Bi)ier sq indeksowanymi rodzinami podzbioréw zbioru X 1 A C X,
to prawdziwe sqg nastepujgce zaleznosci:

LYteT A, CA = U A CA,

teT

2V ET ACA = AC N A,
teTl

3. U (AtUBt) == U AtU U Bt,
teT teT teT

4. N(AiNB)= N AN N By,
teT teT

teT
5 AN U A= U(ANA),
teT teT
6. AU N A = N(AUA),
teT teT
7. A\ U At = N (A\At) oraz A\ N At = U (A\At)7
teT teT teT teT
stgd
!/ / !/ /
(thAt) _tQT(At) oraz (tQTAt) _th(At)’

8§ SCT = UACUA ANNADNA,
teT teS teT

tesS

teT teT teT teT



