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Logika klasyczna to nauka, ktora ustala reguty badania prawdziwosci stwierdzen
oraz reguty dowodzenia twierdzen.

Rachunek zdan

Zdanie logiczne jest to zdanie oznajmujace, ktéremu mozna przypisa¢ okreslong wartosé
logiczng.

W logice klasycznej zdania dzielimy na prawdziwe (przypisujemy im wartosé 1)
oraz falszywe (o wartosci logicznej 0).

Podstawowe funktory zdaniotwoércze:

negacja ~,—  "nieprawda, ze”
koniunkcja A 717

alternatywa \% "lub”

implikacja = 7jedli...to...”

rownowaznos¢ < "wtedy i tylko wtedy, gdy”

W implikacji p = ¢ zdanie p nazywamy poprzednikiem implikacji, zdanie ¢ - nastep-
nikiem.

pla|phg|pVg|p=q|pEq
pl~p 1]t 1 1 1 1
1] 0 10| o 1 0 0
0l 1 0l1] 0 1 1 0
010] 0 0 1 1

Tautologiami — prawami rachunku zdan nazywamy formuty, ktére sa prawdziwe
niezaleznie od wartosci logicznej zdan sktadowych, ktére w nich wystepuja.

Zdania logiczne ® i ¥ sa réwnowazne, jesli zdanie ® < W jest tautologia.

Jesli prawdziwa jest implikacja p = ¢, to méwimy, ze p jest warunkiem wystarczajacym
dla ¢q oraz q jest warunkiem koniecznym dla p.

Jesli prawdziwa jest rGwnowaznos¢ p < ¢, to mowimy, ze p jest warunkiem koniecznym
i wystarczajacym dla q.

Wazniejsze prawa rachunku zdan

e p& (prawo podwdjnego przeczenia)
e pV-p (prawo wytaczonego $rodka)
e —(pA-p) (prawo sprzecznosci)

~(pAq) = (=pV —q)

(pV q) & (=p A ) (prawa de Morgana)

tacznosé alternatywy i tacznosé koniunkeji
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e przemiennos¢ alternatywy oraz koniunkcji

e (pVg Ar< (pAT)V(gAr) (rozdzielnosé koniunkcji wzgledem alternatywy)
e (pANg)Vr< (pVr)A(gVr) (rozdzielnoéé alternatywy wzgledem koniunkeji)
e [(p=q9g N(g=r1r)=(p=r) (prawo przechodniosci implikacji)

e peq)elp=q9 NA(¢g=p)] prawo eliminacji rbwnowaznosci

Powyzsze prawa sg wykorzystywane przy dowodzeniu twierdzen.

Funkcje zdaniowe

Def. 1. Funkcja zdaniowa jednej zmiennej, to wyrazenie ¢p(x),x € X # 0, ktdre
staje sie zdaniem (prawdziwym lub falszywym), gdy za zmienng x wstawimy element zbioru
X. Zbior X nazywamy zakresem zmiennoSct funkcji ¢. Mowimy, ze xqg € X speinia
funkcje zdaniowq ¢(x), jesli ¢(xg) jest zdaniem prawdziwym.

Zbior elementow speliajacych funkcje zdaniowa ¢ oznaczamy
{reX:¢(x)} ={r e X : ¢(x) jest zdaniem prawdziwym }.

Kwantyfikatory

Niech ¢(x) bedzie funkcja zdaniowa zmiennej x € X # ().

Def. 2. Kwantyfikator ogélny (uniwersalny) jest oznaczany symbolem V.
Napis (Vx € X)p(x) — czytamy: dla kazdego x ze zbioru X zachodzi ¢(x).

Uwaga: (Vx € X)o(z) & {r € X : ¢(x)} = X.

Def. 3. Kwantyfikator szczegétowy (egzystencjalny) jest oznaczany symbolem 3.
Napis (Fz € X)o(x) — czytamy: istnieje x ze zbioru X spelniajgcy formule ¢(z).

Uwaga: (32 € X)¢(z) & {x € X : ¢(x)} # 0.
Uwaga: Kwantyfikator V(/\) jest uogélnieniem sp6jnika koniunkeji, zas kwantyfikator 3(V/)
jest uogdlnieniem alternatywy.

Zakresem kwantyfikatora nazywamy zakres zmiennej funkcji zdaniowej, ktorej on
dotyczy. Méwimy, ze kwantyfikatory (Vz € X) i (dz € X) wiaza zmienng x. Zmienna = w
wyrazeniu nazywamy zwigzanag, jesli wiaze ja jakis kwantyfikator. Zmienng ktora nie jest
zwigzana, nazywamy zmienng wolng.

Czesto zdarza sie, ze wybieramy zmienne z pewnego podzbioru zakresu kwantyfikatora.

W takiej sytuacji wygodnie jest korzystaé z kwantyfikatoréw ograniczonych (zrelaty-
wizowanych).

Def. 4. Niech ¢(x) bedzie funkcjq zdaniowq zmiennej x € X i niech A C X . Kwantyfikatory
ograniczone do zbioru A definiujemy nastepujgco:

o (VzeA)p(x) &Vre X(x e A= ¢(x))
o (x € A)p(x) & Jx € X(z € AN d(x)).
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Prawa rachunku kwantyfikatorow

Def. 5. Zdanie (zapisane z uzyciem kwantyfikatorow) nazywamy prawem rachunku
kwantyfikatorow, gdy jest prawdziwe dla dowolnej interpretacyi wystepujgcych w nim
symboli i funkcji zdaniowych.

Tw. 1. Niech ¢(x),¥(x) — funkcje zdaniowe o zakresie zmiennej x € X # (). Wtedy:
1. Vzo(x) = Jxo(x),

~(Va)o(x) < Jr(-o(x))
2. ~(3r)d(z) © Va(-d(z)) prawa de Morgana

3. Vr(p(x)AN(x)) & Vao(z)AVz(x)  rozdzielnosé kwantyfikatora ogdlnego wzgledem
koniunkcyi

4. Jx(p(z) V(x)) & Jag(x) V Jz(x)  rozdzielnosé kwantyfikatora szczegdlowego
wzgledem alternatywy

5. dx(o(z) ANp(z)) = Fzp(x) A Jx(z)
6. Vep(x) VVz(z) = Va(o(z) V(x)).

Uwaga: Dla kwantyfikatorow ograniczonych zachodzg te same prawa.

Prawa wlaczania i wylaczania kwantyfikatoréow

Tw. 2. Niech ¢(x) — funkcja zdaniowa o zakresie zmiennej v € X # (), 3 — zdanie,
o niech oznacza wybrany spojnik logiczny N\, V,=-. Wtedy:

1. Vz(Bo¢(x)) & BoVep(x) oraz Vr(o(x) = B) & (Fxp(x) =
2. Jz(Bod(x)) & BoIxp(x) oraz Jx(p(z) = B) & (Vro(z) = B)

~—

Prawa przestawiania kwantyfikatorow

Tw. 3. Niech ¢(x,y) bedzie funkcjq zdaniowq o zakresie zmiennych x € X,y € Y. Wtedy:

1. YaVyo(z,y) < YyVeo(z,y) — przemiennosé kwantyfikatorow ogdlnych
2. xTyo(x,y) < Jy3xe(x,y) — przemiennosé kwantyfikatoréw szczegdtowych
8. JaVyd(z,y) = Vy3wd(z,y).

Zasada indukcji matematycznej

Tw. 4. Niech ¢(n) — funkcja zdaniowa zmiennej n € N. Jezeli istnieje liczba ng € N taka,
ze

Z1: ¢(ng) jest zdaniem prawdziwym,
Z2: dla kazdego k > ng prawdziwa jest implikacja ¢(k) = ¢(k + 1),

to ¢(n) jest zdaniem prawdziwym dla kazdej liczby naturalnej n > ny.



