Matematyka Konkretna 1 Wyktad 8 21L 7. Trebska 1

Zbiory uporzagdkowane

Relacje czesciowego porzadku

Czesciowy porzadek w zbiorze X to relacja, ktéra pozwala poréwnywaé ze sobg pewne ele-
menty tego zbioru. Poréwnanie dwoch réznych elementéw oznacza stwierdzenie, ze jeden z
nich jest mniejszy (wczesniejszy), a drugi jest wiekszy (pézniejszy).

Def. 1. Mowimy, ze relacja r w zbiorze X jest relacjqg czeSciowego porzadku, jesli jest
zwrotna, antysymetryczna i przechodnia.

Przez zbidr czesciowo uporzadkowany rozumiemy zbiér X wraz z relacja porzadkujaca, czyli
pare (X,r).

Warunek zwrotnosci w definicji 1. oznacza, ze czesciowymi porzadkami sg relacje nieréwnosci
stabych, na przyktad < dla liczb, C dla zbiorow. Szczegdlnym przyktadem relacji porzadku
czesciowego jest relacja réwnosci.

Stosujemy nastepujace oznaczenia relacji porzadku: <, X, <, <.

Jesli X jest zbiorem skonczonym z relacja czesciowego porzadku <, to ten porzadek mozna
przedstawi¢ w postaci diagramu Hassego czyli grafu skierowanego, w ktorym wierzchotkami
sa elementy zbioru X, a strzalki (krawedzie) ida w gére od a do b, jesli a < b i a # b oraz nie
istnieje ¢ takie, ze a < ¢ < .

Porzadek liniowy

Def. 2. Jezeli w (X, <) kazde dwa elementy sq porownywalne, to relacje < nazywamy relacjg
liniowego porzadku w zbiorze X, a dokladnie (X, <) jest zbiorem liniowo uporzqdko-
wanym, jesl < jest relacjg spojng i jest czesciowym porzqodkiem w X.

Jedli Y C X to r|Y oznacza relacje ograniczona (obcieta) do zbioru Y, tzn. relacje zdefinio-
wang nastepujaco: r|Y =r N Y2

Fakt: Jesli r jest czeSciowym porzadkiem w X, to r|Y jest czesciowym porzadkiem w zbiorze
Y.

Def. 3. Niech (X, <) bedzie zbiorem cze$ciowo uporzqdkowanym. Jesli podzbior L C X jest
lintowo uporzedkowany przez relacje < |L, to L nazywamy tancuchem w zbiorze X .

Uwaga: ) jest czesciowo uporzadkowany przez relacje pusta i jest tanicuchem (zerowej dtugo-
sci) w dowolnym zbiorze (X, <).

Def. 4. Podzbior Z C X jest antylanicuchem w zbiorze uporzqdkowanym (X, <), jesli
Ve,y € Z -~ (x <y Vy<z) (Zadne dwa rézne elementy zbioru Z nie sq poréwnywalne).

Izomorfizm porzadkowy

Def. 5. Zbiory czesciowo uporzqedkowane (X, <x) i (Y, <y) sq porzadkowo izomorficzne,
jesli istnieje bijekcja f: X — Y, taka ze x1 <x w2 = f(1) <y f(x2).
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Elementy wyréznione

Def. 6. Niech (X, <) bedzie zbiorem czesciowo uporzqdkowanym i niech xo € X. Element xg
nazywamy:

o minimalnym, jesli —dxr € X z < z;
e maksymalnym, jesli —dv € X x9 < z;
e najmniejszym, jesli Vr € X xg < 1;
o najwiekszym, jesli Vr € X x < xy.

Uwaga 1. W zbiorze (X, <) istnieje co najwyzej jeden element najwiekszy (najmniejszy).

Uwaga 2. Jesli istnieje element najwiekszy (najmniejszy), to jest on jedynym elementem
maksymalnym (minimalnym).

Uwaga 3. Nie kazdy element maksymalny (minimalny) jest najwigkszy (najmniejszy).
Uwaga 4. Element maksymalny moze by¢ jednoczesnie elementem minimalnym.

Fakt: Jesli (X, <) jest niepustym, skonczonym zbiorem uporzadkowanym, to w X istnieje
element maksymalny oraz minimalny. Ponadto, jesli xqg € X jest jedynym elementem mini-
malnym (maksymalnym), to jest on elementem najmniejszym (najwiekszym).

Def. 7. Niech (X, <) bedzie zbiorem czesciowo uporzgdkowanym i niech A C X oraz a € X.
Mowimy, ze:

e a jest ograniczeniem gornym zbioru A, jesli Vx € A x < a;

e a jest ograniczeniem dolnym zbioru A, jesli Vx € A a < x;

e a jest kresem gérnym zbioru A (supremum zbioru A, a = sup A), jesli a jest naj-
mmniejszym ograniczeniem gornym zbioru A, czyli

a=supAe VeeAdr<a)N MeX[Vxe A x<b=a<b);

e a jest kresem dolnym zbioru A (infimum zbioru A, a = inf A), jesli a jest najwiek-
szym ograniczeniem dolnym zbioru A, czyli

a=infAs VeeAa<z)N (Vbe X[Vz e A b<z=b<al).

Czesciowy porzadek w produkcie zbioréw uporzadkowanych

Niech (X, <x), (Y, <y) beda niepustymi zbiorami uporzadkowanymi. Czesciowy porzadek w
zbiorze X X Y mozna zdefiniowa¢ wykorzystujac relacje <x i <y.
e porzadek leksykograficzny (X x Y, <p):
(1,91) < (22,92) & (11 <x x2) V (21 =22 A 31 <y 12)];
e porzadek produktowy (X XY, <p):
(1,91) <p (22, 92) & [(21 <x 22) A (11 <y v2);
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Kraty

Def. 8. Zbior czesciowo uporzgdkowany (X, <) nazywamy kratg, jesli dla kazdych dwéch
elementow x,y € X istnieje kres dolny — inf{x,y} (oznaczany x A y) oraz kres gorny —
sup{z,y} (oznaczany xVy).

Uwaga 1: Podzbiér kraty nie musi by¢ kratg.
Uwaga 2: Jesli (X, <) jest krata, toVz,y € X (z<y)e (xAhy=2)< (zVy=y).
Fakt: W kazdej kracie, dla dowolnych x,y, 2z € X zachodza réwnosci:

l.zANz=2, zV x=u;

2.z Ny=yANz, xzVy=yV

.z ANyNz)=(@Ay Nz, zV(yVz)=@VylVz
4. zN(xVy =z zxV(EAy ==z

Def. 9. Krate (X, <) nazywamy rozdzielng (dystrybutywng), jesli
Ve,y,z€ X A (yVz)=(@Ay V(zA z)
(rownowaznie xV (y A\ z) = (x V y) A (xV z)).

Porzadki geste, ciggte i dobre

Def. 10. Niech (X, <) bedzie zbiorem liniowo uporzgdkowanym. Moéwimy,zZe liniowy porzadek
< jest:

o Gesty, jesli X ma co nagmniej 2 elementy oraz dla kazdej pary roznych elementow
x,y € X, jesli x <y, to istnieje taki element z € X, ze v < z < y.

o Chiagly, jesli jest gesty oraz kazdy niepusty zbior A C X, ograniczony z gory, ma kres
gorny (w X ), a kazdy niepusty zbior B C X, ograniczony z dotu, ma kres dolny.

e Dobry, jesli w kazdym niepustym zbiorze A C X istnieje element najmniejszy. Mowimy
wtedy, zZe relacja < dobrze porzgdkuje zbior X .

Lemat Kuratowskiego — Zorna (1922)

Niech (X, <) bedzie zbiorem czesciowo uporzadkowanym. Jezeli dla kazdego tancucha w X
istnieje ograniczenie gérne, to w X istnieje element maksymalny (doktadniej: dla kazdego
xo € X istnieje element maksymalny x; taki, ze z¢ < x;.

Powyzsze twierdzenie (lub jego réwnowazne sformutowania m. in. pewnik wyboru) jest czesto
wykorzystywane w wielu dziatach matematyki (réwniez w ponizszym twierdzeniu).

Twierdzenie o dobrym uporzadkowaniu: Dla kazdego zbioru X istnieje relacja <, ktora
go dobrze porzgdkuge.



