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Teoria mnogosci to dzial matematyki zajmujacy sie badaniem ogdlnych wtasnosci zbioréw
niezaleznie od natury elementéw, z ktorych si¢ sktadaja.

Tworca tej teorii byt matematyk niemiecki Georg Cantor (1845 - 1918).
Pojecia pierwotne teorii mnogosci to zbiér oraz bycie elementem zbioru.

Stosujemy nastepujace zapisy:
xr € A — x jest elementem zbioru A; = & A — x nie nalezy do zbioru A

Definiujemy nastepujace podstawowe pojecia:
e () — zbidr pusty (nie ma zadnego elementu, Vo = & ) )

e Relacja inkluzji (zawierania) — A C B < (x € A= x € B) (A jest podzbiorem B)

Symbole C i C traktowa¢ bedziemy réwnowaznie.
e R6wnos$¢ zbioréw — A=B & Vi(rc A< reB)s (ACB)AN(BCA)
Uwaga: Zbior pusty jest tylko jeden i jest on podzbiorem kazdego zbioru.

Uwaga: Dla dowolnego zbioru A zachodzi A C A oraz ) C A
Dla dowolnych zbioréw A, B i C' zachodzi implikacja (AC BABCC)= ACC.

Inkluzja wlasciwa A C B« (AC BN A # B).
Gdy A € B, méwimy, ze A jest podzbiorem wladciwym zbioru B.

Sposoby definiowania zbioréw:

1. Wypisanie elementéw zbioru, np. {ay, as, ..., a,}.

Uwaga: Przy wypisywaniu elementow zbioru nie jest wazna ich kolejnos¢, ani wielokrotne poja-
wienie sie np.
{a,b} ={b,a} = {b,b,a,b,a} — to ten sam zbiér, ktéry ma dwa rézne elementy a i b.

Elementami zbioru moga by¢ zbiory, elementy moga by¢ obiektami réznego typu.

Przyklad 1. A={0,1,3,{1,2}}

Zbiér A ma 4 elementy.

Zachodza dla niego np. relacje:

le A, 1¢A {3}¢A {31CA 2¢A4 2 A {2}¢A {2} €A,
{1,3} C A, {1,3}¢ A, {1,2} €A, {1,2}e A, DeA 0CA {0} CA

Uwaga: {0} #0; {0} jest zbiorem l-elementowym, ktérego elementem jest ().
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2. Okreslenie zbioru za pomocg funkcji zdaniowej — gromadzenie elementéw majacych wspol-
na ceche opisana pewna funkcja zdaniowa. Ogét elementéw = € X, ktére maja wlasnosé W (x)

oznaczamy {x € X : W(z)}.

Przyktad 2.
a) {reR: x>0} =(0,+00);
b) {n € Z: 3k € Z n =2k} = 27 — zbiér liczb calkowitych parzystych.

3. Zbior jako obraz zbioru wyznaczony przez funkcje — f(A) = {f(a) : a € A}

(wiecej na wyktadzie o funkcjach).

Przyktad 3.
a) {2k : k € Z} = 27 — zbidr liczb calkowitych parzystych,
b) {n?: n € N} - zbi6ér kwadratéow liczb naturalnych.

Podstawowe dzialania na zbiorach
Wyroézniamy trzy podstawowe dzialania dwuargumentowe na zbiorach.

Sume zbioréw A i B definiujemy jako
AUB={x:x€ AVxe B}

Jest to zbiér sktadajacy sie ze wszystkich elementéw zbioru A, wszystkich elementéw zbioru B i

niezawierajacy zadnych innych elementow.

Iloczyn lub przeciecie lub cze$é wspdlng zbiorow A i B definiujemy jako
ANB={x:x€ ANz € B}.
Jest to zbior sktadajacy sie z elementow zbioru A, ktore sa jednoczesnie elementami zbioru B.
Roéznice zbiorow A i B definiujemy jako
A\B=A—-B={z:x€ ANz ¢ B}.

Jest to zbiér sktadajacy sie ze wszystkich tych elementéw zbioru A, ktére nie sa elementami

zbioru B.

Uwaga: Nastepujace warunki sg rownowazne:

ACB & AUB=B & ANB=A & A\B=10
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Przyktad 4. Niech
A=Nn((-5,3)U(7,8)), B=(NN(=53))U(7,8), C=0U{0}u{L4{0}}.
Wtedy

A={1,2};
B=1{1,2U(7, 8):
C=1{0,1,4,{0}};

BUC={0,1,2,4,{0}} U (7, 8);
A\ (BUC) =10, czyli AC (BUC).

W zastosowaniach teorii zbioréw ograniczamy si¢ na ogoét do rozwazania tylko takich zbioréw,

ktore sg podzbiorami pewnego ustalonego zbioru zwanego przestrzenia (uniwersum).

Niech X bedzie ustalong przestrzenia.
Dopelnieniem zbioru A C X nazywamy zbiér A’ = X \ A.

Dopehienie zbioru zalezy od uniwersum.

Przyktad 5. Niech A = {1}.

a)Dla X =N A" =N\{1} ={2,3,4,...};
b)Dla X =R A’ = (—00,1) U (1, +00);

c) Dla X ={0,1} A" = {0}.

Wtlasnosci dzialan na zbiorach

A, B, C' - dowolne zbiory
1. Auf=A ANnh=10

2. AUA=A ANA=A idempotentnosé¢

3. AUB=BUA AnNnB=BnNA przemienno$é

4. (AUB)UC=AU(BUC) tacznosé
(ANB)NC=ANn(BNC)

5. Au(BNC)=(AuB)N(AUC) rozdzielnosé
AN(BUC)=(ANB)U(ANC)

6. A\(BUC)=(A\B)N(A\C) prawa de Morgana
AN(BNC) = (A\ B)U(4\C)

Wtasnosci dopelnienia
X' =0 V=X
AUA =X ANnA =10 (A)Y =A
(AUB)=A'NB" (AnB) =A"UB" prawa de Morgana
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Zbiér potegowy 2X = {A: A C X} (sklada si¢ z wszystkich podzbioréw danego zbioru)

Uwaga: () € 2% i X € 2% dla dowolnego zbioru X.

Uwaga: Jedli zbior X ma n € N elementéw, to zbiér 2% ma 2" elementéw.

Przyktad 6.

a) Dla A ={1,2,3} mamy 24=1{0,{1},{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}};
b) Dla A = {a} mamy 24 ={0,{a}};

¢c)Dla A= mamy 24={0}.

Produkt — iloczyn kartezjanski zbioréw

Symbolem (z,y) oznaczamy uporzadkowang pare elementéw z i y.

(1,91) = (22,12) © 1 = T2 Ay1 = ¥a.
Uwaga. (2,y) = (4,7) & = = y

Def. Iloczynem kartezjanskim zbioréw X i Y nazywamy zbioér

{(myy) ;v e XAyeY} jedli X £QiY #£0
jedli X = 0 lub Y = 0

X xY =

Stosujemy oznaczenie X x X = X2
Uwaga. Jezeli X, Y - niepuste zbiory oraz X #Y to X xY #Y x X.

Uwaga. Jezeli zbiér X ma n € N elementéw, zbior Y ma m € N elementow,

to zbior X x Y ma n - m elementéw.

Przyktad 7.

a) Niech A ={1,2}, B ={a,b,c}. Wtedy

AxB ={(1,a),(1,0),(1,¢),(2,a),(2,b),(2,¢)}, BxA={(a,1),(a,2),(b1),(b,2),(c,1),(c,2)}.
b) Niech A = (1, 2), B =0, 3]. Wtedy

AxB=(1,2)x][0, 3] ={(z,y): 1 <2 <2 A 0<y< 3} prostokat na plaszczyznie bez
bokéw pionowych.

¢) Niech A = {1, 2}, B=10, 3). Wtedy

Ax B =1, 2} x[0, 3) ={(z,y): (x=1Vae=2) ANy € [0, 3)} — dwa pionowe odcinki na

plaszczyznie bez gérnych koncow.
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Uwaga. Dla dowolnych zbioréw X, Y, Z zachodzi rownosé

XXxYoZ)=(XxY)o(X x 2),

gdzie ¢ oznacza U, N lub \.

Uogoélnienie - produkt skonczonej liczby zbioréow

Podobnie jak pary uporzadkowane mozna zdefiniowaé¢ n-elementowe uktady (a1, as, ..., a,)
jako obiekty rozrozniajace swoje kolejne wspotrzedne.

Niech Xj, X, ..., X, - zbiory niepuste (n € N, n > 2), wtedy definiujemy

Xl XX2 X ... XXn:HXi:{(Qfl,...,l'n)ixl EXl/\/\QZ'n GXn}

=1

W przypadku gdy zbiory sie powtarzajg tosujemy oznaczenie

X XxXx...xX =X"

n razy

Podstawowym zbiorem, ktéry bedzie modelem dla wielu pojec¢ na tym wyktadzie jest n-wymiarowa

przestrzen rzeczywista

R" ={(z1,...,2,): x; € Rdlai e {1,...,n}}.

Szczegolne przyklady to:

R? - model ptaszczyzny, R? — model 3-wymiarowej przestrzeni.

Indeksowane rodziny zbioréw, uogdlnione sumy i iloczyny rodzin zbioréw

Niech X £ (0, T # 0.
Def. Indeksowang rodzing podzbioréw zbioru X nazywamy funkcje
f:T — 2%,

Elementy zbioru 7" nazywamy indeksami.

Funkcja f przyporzadkowuje kazdemu indeksowi ¢t € T' pewien zbior.

Oznaczmy go przez A;. Ay C X.

Indeksowana rodzine zbioréw oznaczaé bedziemy przez (A)ier.

Méwimy, ze zbiér A, nalezy do rodziny (A;)ier (jest elementem tej rodziny).

Przyktad 8.
Niecch X =R, T=N, A ={zeR: ;<z<t}
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Elementami tej rodziny sa przedzialy domkniete |2

o .

Przyktadowe zbiory z tej rodziny:

Al - {1}7
AZ = [%aQ]v
AlO = [Tl[)710]

Zauwazmy, ze dla tej rodziny zachodzi wtasnos¢ t; <ty = Ay, C Ay,
czyli zbiory z mniejszymi indeksami sg podzbiorami zbiorow z wickszymi indeksami.

Rodzing o takiej wlasnos$ci nazywamy rodzina wstepujaca.

Przyktad 9.
Niech X =R*, T=N, A ={(z,y) eR?®: y>t-x}.

a s

Niech (A;)ier - dowolna indeksowana rodzina podzbioréw zbioru X.

Def. Uogdlniong sumg zbioréw A;, t € T nazywamy zbior

Udi={reX:FteTzcA}

teT

Def. Uogélnionym iloczynem (przecieciem) zbioréw A, t € T nazywamy zbiér

NA={zreX:VteT ze A}

teT

Uwaga: W przypadku gdy zbior T C N jest zbiorem T = {n € N : n > ng} stosowane sa

oznaczenia;:

Udi= U A A= () Au

terT n=ng tel n=ng
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. N

EET teT

Uwaga: Wtasnosci uogélnionej sumy i iloczynu mozna zapisa¢ nastepujaco:

ve|JA & el x e A, ve (VA & VteT v € A,
teT teT
Uogolniona suma rodziny zbioréw jest najmniejszym zbiorem zawierajacym wszystkie zbiory tej

rodziny.

Uogélniony iloczyn rodziny zbioréw jest najwiekszym zbiorem zawartym w kazdym zbiorze tej

rodziny.

Przyktad 10.
Wyznaczy¢ uogélnionag sume oraz iloczyn rodziny zbioréw z przyktadu 8.

Dla rodziny przedzialéw A; = [%, ], T=N mamy [JA; = (0, +00),
teT
gdyz kazda liczba x € (0, +00) nalezy do jakiegos przedziatu A, (wystarczy dobraé¢ odpowiednio

duze t);

Z kolei () Ay = {1}, gdyz tylko liczba 1 nalezy do wszystkich zbioréw A;.
teT
Dla rodziny wstepujacej mamy ﬂ Ay = Ay, czyli jest to zbiér z najmniejszym indeksem.
teT
Przyktad 11.
Wyznaczy¢ uogélniona sume oraz iloczyn rodziny zbioréow z przyktadu 9.
Dla rodziny zbioréw A; = {(z,y) e R?*: y >t -z}, T=N

mamy rozwiazania przedstawione na ponizszych rysunkach.
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Ay UAy U A // QAF{(x.y):yz vV x <0}
I/ _

|- 1
( 1 X 1 X

ﬂAtz{(x,y): y=2x A x <0}

tel

Wtlasno$ci dziatan uogdélnionych

Tw. Jezeli (Ay)ier jest indeksowanqg rodzing podzbioréw zbioru X i A C X, to prawdziwe sg

nastepujgce zaleznosci:

1. Dla kazdego s € T mamy As C | J A

teT

2. Dla kazdego s € T mamy ﬂ Ay C A,

teT
3. Jezeli S CT to U A C U A, oraz ﬂ A D ﬂ A,
tes teT tes teT

4. Jezeli istniejg tq, ..., t, takie, ze VteT Ay C A, U...UA,, to

U(At>:At1UUAtn

teT

5. W szczegolnosci, jezeli istniejg ty, ..., t, takie, Ze Ay, U...UA, =X, to

U(At):X'

teT

8
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6. Jezeli istniejg tq, ..., t, takie, zZe VteT Ay, N...NA, C Ay, to

ﬂ(At)ZAtlﬂﬂAtn

teT

7. W szczegdlnosci, jezeli istniejq ty, ..., t, takie, ze Ay N...N A, =0, to

ﬂ (At) = 0.

teT

8. Zachodzq prawa de Morgana:

(U Ay) = ﬂ(At)/ oraz (ﬂ A) = U(At)’.

teT teT teT teT

Przyktad 12. Dla rodziny przedzialow A, = [2-(=1), 2-(=1)'+ 2], teN

wyznaczy¢ jej uogdlniong sume i przeciecie.

Ay =[-2, 3], Ay =2, 41],
A3 = [_27 _é]7 A4 = [27 3i]7
A5: [_27_1]7 AGZ [27 2%}7

Zauwazmy, ze dla zbioréw z indeksami parzystymi mamy Ag, C Ay = [2, 4%],
za$ dla zbior6w z indeksami nieparzystymi mamy Agx_; C A; = [—2, 3].
Stad dla kazdego t € N mamy A; C A; U A,.

Korzystajac z wlasnosci 4. dostaniemy | J A, = A, U Ay =[—2,41].
teN
Zauwazmy, ze Ay N A3 =0, stad [ A = 0 (wasnosé 7).
teN



