Matematyka Konkretna 1 Wyktad 9 21L Z. Trebska

Macierze

Niech K bedzie ustalonym ciatem, m,n € N.

Def. Macierza o wymiarach m na n nad cialem K nazywamy funkcje

A:{1,2,..,m} x{1,2,...,n} =K, (i,5) a; €K

Wartosci funkeji A nazywamy wyrazami macierzy.
Wartos¢, ktora funkcja A przyporzadkowuje elementowi (7, j), oznaczamy a;;.
Macierz o wymiarach m na n oznacza si¢ symbolem [@;;]mxn

(ewentualnie przez [a;;] jesli to nie prowadzi do nieporozumien).

Macierz A = [a;;]mxn Przedstawia si¢ w postaci tablicy

a1 12 o QAp
921 929 .. Qop
A=
L am1 A2 ... Amnp i
Macierz [ail Qo ... am} nazywa sie¢ i-tym wierszem macierzy A = [a;;mxn,
alj
A2,

za$ j-tg kolumng macierzy A nazywamy macierz

CLmj

Symbolem M, (K) oznaczamy zbiér macierzy o wymiarach m x n i elementach z ciata K.

Def. Macierz, ktorej wszystkie wyrazy sa réwne 0 nazywamy macierza zerowg i oznaczamy

symbolem 0 (lub 0,y ).

Def. Macierz A o wymiarach n x n nazywamy macierza kwadratowa (stopnia n).

Ciag a1, a9, ..., an, nazywamy wtedy gléwna przekatnag macierzy A (lub diagonalg).

Przyktad 1.
L3 o 1+j 3 « 3
A= € Msy3(R) B=| -3 4 2j | € Ms:s(C) —7 | € M5,1(C)
4 2 14
5 0 0 2
, . 0 0
{ 879 } € M1, (C) [ 1 25 } € M;2(C) 00 = 0252 € M1y2(R)
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Przyktad 2.

e Macierz trdjkatna goérna to taka macierz kwadratowa, ktora wszystkie wyrazy ponizej

diagonali ma réwne 0

—4
2

Na przyktad

e Macierz trojkatna dolna to taka macierz kwadratowa, ktéra wszystkie wyrazy powyzej

diagonali ma réwne 0

Jj 0
Na przyktad 2 3
5

o o O

—J
e Macierz diagonalna to taka macierz kwadratowa, ozn. diag(ai1, ass, ..., Gny ), ktéra ma wszyst-

kie wyrazy poza diagonalg réwne 0.

2 0 0
27 0 . .
Na przyktad 05 0 = diag(24,0)
0 0
00 —7

e Macierz jednostkowa, ozn. I lub [,, ma 1 na diagonali, a poza nig same zera.

Na przyktad I, =

W zbiorze M,,x,(K) definiuje sie dziatania
dodawanie macierzy:  [a;;|mxn + [bijlmxn = [@ij + bijlmxn

oraz mnozenie macierzy przez skalar a € K: o [4ijlmxn = [ - @ijlmxn-

Przyktad 3.
. 1 3 =7 2 5 1 3 8 —6
Dodawanie: + —
2 0 5 -3 2 =2 -1 2 3
. , -2 35 —4 47 6 8
Mnozenie przez skalar: —2j - =
j 0 3 2 0 —6j
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Uwaga: Mozna dodawa¢ tylko macierze takiego samego wymiaru.

Suma macierzy trojkatnych gornych (dolnych) bedzie macierza tréjkatna gérna (dolna).

Tw. Dla dowolnych macierzy A, B € M,,«,(K) i dowolnych skalaréw «a, 8 € K zachodza
nastepujace rOwnosci:

1.A+ B=B+ A

22 A+(B+C)=(A+B)+C

3.a-(A+B)=a-A+a-B

4. (a+p)-A=a-A+p-A

5.0-(8-A) = (a-6)- A

Uwaga: Dla dziatlania dodawania macierzy elementem neutralnym jest macierz zerowa.

Dla kazdej macierzy A = [a;;] € Myxn(K) istnieje macierz przeciwna —A € M,,.,(K), czyli

odwrotna wzgledem dodawania —A = —1- A = [—ay;].

Mozemy zdefiniowa¢ odejmowanie macierzy A, B € M,,,(K) nastepujaco:

A — B = A + (-B), czyli [aij] - [bU] = [aij — sz]
Struktura algebraiczna (M,,«,(K),+) jest grupa przemienna.

Struktura algebraiczna ((M,xn(K),+), K, -) jest przestrzenig liniowa wymiaru m-n nad ciatem K.

Def. Iloczynem macierzy [aik)mxp - [Dkjlpxn Nazywamy macierz [c;;lmxn, taka ze
p
Cij = Z Qi * bkj dlai e {1, ...,m}, j € {1, ,n}
k=1
b1 ... bﬁ ... by
bar o by o o

L bpl bpj bpn J
a1 a2 ... Qip i1 ... Ci3 ... Cip
i1 Qg ... Qgp Ci1 ... @ .. Cin =A-B
i m1 Gm2 -« Qmp 1L Cm1 -+ Cmj -+ Cmn ]

Uwaga: Mnozenie macierzy A - B jest wykonalne, jesli macierz A ma tyle kolumn, ile wierszy ma

macierz B.
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1 2
Przyktad 4. Wykonamy mnozenie macierzy A = b2 3 i B=| -2 3
2 1 -1 5 1
Mnozenie
12
A-B -2 3
I 2 1
1 2 3 | 1-1-2-24+2-3 2:-1+3-2+1-3 3 11
21 —1||1:2-2:142.(=1) 2-243-14+1-(=1) | | -2 6
Mnozenie
B.A _1 2 3
2 1 -1
12| 11422 2-141-2 3.1-1-2 5 4 1
-2 3 1-(-2)+2-3 2-(-2)+1-3 3-(-2)—1-3|=|4 -1 -9
2 1 I 1-242-1 2:241-1 3-2—-1-1 4 5 )
Wtlasno$ci mnozenia macierzy
1.LA-(B-C)=(A-B)-C dla A € Myn(K), B € My,,(K), C € My, (K)
2A-1,=1,- A=A dla A € M,,xn(K)

3. a:(A-B) =(a-A)-B=A-(a-B) dlaaeK, Aec M,,(K), B e M,y,(K)
4. A-(B+C)=A-B+A-C dla A € Mpyn(K), B,C € Mpyp(K)
5.(A+B)-C=A-C+B-C dla A, B € Mypn(K), C € My (K)

Uwaga: Mnozenie macierzy nie jest przemienne (przyktad 4).

Przyktad 5. Istnieja macierze niezerowe,ktorych iloczyn jest macierza zerowsg np.

_/\ 0 0_
0O X 0 :
_0 0 )\_
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Potegowanie macierzy kwadratowych

Jedli A jest macierza kwadratows, to istnieje iloczyn n czynnikéw A-A-..- A2 A",

Def. Macierza transponowang macierzy A = [a;;],nxn nazywamy macierz AT = [b;i],5m,

gdzie b;; = a;; dla dowolnych ¢ € {1,...,m}, j € {1,...n}.

Uwaga. Macierz transponowana A” jest to macierz, ktérej kolumnami sg wiersze macierzy A, na-

tomiast wierszami — kolumny macierzy A.

Przyktad 6. o
1 T
T 1 2 1 2 0 1 0 5
1 2 3 T 2
=12 1 |, [ 1 230 ] = ) 01 -1 =12 1 0
2 1 -1 3
3 —1 5 0 0 0 —1 0
0
Wilasno$ci transpozycji macierzy
1. (A+ B = AT + BT dla A, B € M,n(K)
2. (AT = A dla A € M0 (K)
3. (@A)t = AT dlaa eK, A€ M,(K)
4. (A-B)T = BT . AT dla A € M,,«n(K), B € M,,(K)

Macierz odwrotna do danej macierzy kwadratowej

Def. Macierza odwrotng do macierzy A € M, (K) nazywamy taka macierz B € M,,.,(K), ze
A-B=B-A=1, (ozn. B=A")

Jedli istnieje macierz odwrotna do macierzy A, to jest ona wyznaczona jednoznacznie,

za$ A nazywamy macierzg odwracalng.

Uwaga: Nie kazda macierz kwadratowa jest odwracalna.

Wtlasnosci

1. Jedli A jest macierza odwracalnag, to (A~1)~! = A.
2. Jedli A jest macierza odwracalna, to AT jest macierza odwracalna i (AT)™! = (A~1)T.

3. Jesli A, B € M,,,(K) sa macierzami odwracalnymi, to (A-B)™!'=B"1.- AL

5
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Wyznaczanie macierzy odwrotnej metoda eliminacji:

Zapisujemy macierz [A|I]

(z prawej stony macierzy A dopisujemy macierz jednostkowa I, takiego wymiaru jak A).
Nastepnie wykonujemy serie operacji na wierszach macierzy [A|I], tak aby uzyska¢ macierz
postaci [I|B] (macierz jednostkowa ma powsta¢ w miejscu macierzy A).

Jedli uzyskamy taka postaé macierzy, to wtedy macierz B = A1

Schemat post@powania: [A|I] operacje na wierszach [I|A_1]

Mozemy wykonywaé nastepujace operacje na wierszach przeksztatcanej macierzy [A|I]:

- mnozenie wiersza przez skalar rézny od zera (« - w;),
- dodawanie do wiersza wielokrotnosci innego wiersza (w; + o - w;),

- zamiana wierszy miejscami (w; «— w;).

3 4
Przyklad 7. Wyznaczymy macierz odwrotna do macierzy A =
2 3
4 |1 4 1
(AlL] = 34110 wi:3 L 3135 0| o L 3 3 0 w3
2 3101 2 3101 03 |—-21
1 20 L 0| utw |1 0] 3 —
— ] 3 = [B|A™]
01 ]-23 01 |-2 3
Inna sekwencja operacji na wierszach:
411 0| L _w L 101 =1 . 5 11 I =1 . W
[A|I2]: 1 2 2 1 1 2
2 3101 2 3|10 1 01 |-2 3
1 0] 3 — .
— = [L|A™]
01 |-2 3
1 2
Przyktad 8. Sprobujemy wyznaczy¢ macierz odwrotng do macierzy A =
-2 —4
1 2 L 0| 0w 12110
[A|L] = 2T,
-2 —4 (0 1 0021

W lewej macierzy pojawit si¢ wiersz samych zer. W takiej sytuacji nie bedzie mozliwe uzyskanie

macierzy postaci [I3]A™!]. Oznacza to, ze macierz A jest nieodwracalna.



