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Catka funkcji zmiennej zespolonej

Zal. AB - tuk zwykly skierowany; potozony na ptaszczyznie zespolonej,
o parametryzacji z(t) = z(t)+jy(t), t€ |o, 5], zgodnej z kierunkiem tego tuku;

f(2) — ciagta funkcja zmiennej zespolonej, okreslona na tuku AB.

Dzielimy przedzial [«, 5] na n podprzedziatéw punktami ty, £k =0,1,...,n:
a=t)y<th <..<thb1<t,=p0

Tym punktom odpowiadaja punkty tuku: z; = z(¢;). Na kazdym otrzymanym k-tym segmencie

tuku wybieramy dowolnie punkt & i tworzymy sume catkowa:

S =3 F(E0) (2 — 21)

k=1

Def. 1. Calka funkcji f wzdtuz tuku AB (oznaczang /f(z)dz) nazywamy wspoélng, wlasciwg
AB
granice ciagéw sum catkowych, niezalezng od wyboru punktéw & (jesli taka istnieje).

Uwaga 1. Jezeli f(z) = u(x,y)+jv(z,y), to /f(z)dz istnieje <= istnieja calki krzywoliniowe
AB
/ udx — vdy oraz / vdxr + udy 1 zachodzi rownosé

— —

AB AB
/f(z)dz: /udx—vdy+j- /vdx+udy
AB AB AB

Dalej znajac parametrzacje tuku, skorzystamy z zamiany calki krzywoliniowej na catke oznaczong

/udx—vdy—i—j/vdm—i—udy:

AB AB

B
(a0 () (e) — o (e), w0/ (1))t + [ (wa0) () (1) + uCr(e), (0))y/ (1)) e =

S O,

9
(@ (t), y(8) + jola(t), y(1))] - (@' () + 5y (y))dt = /f(Z(t)) -2 (t)dt.

Tw. 1. (O zamianie calki funkcji zmiennej zespolonej na caltke oznaczong)

Jezeli funkcja f(z) jest ciagta na zwyktym tuku gtadkim AB: 2z = z(t), te€ |a, B], skierowanym

zgodnie ze wzrostem parametru, to
B
/ f(2)dz = / F(=(0) - 2 (B)dt.
ZE [e%

1
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Przyktad 1. Obliczymy calki:
a) /zdz, gdzie tuk AB to éwieré okregu o réwnaniu |zl =10od A=1do B =j.

AB
Parametryzacja tuku: z(t) = e* = cost + jsint, t € [0, g], 2 (t) = jel' = —sint + jcost
Wykorzystamy tw. 1.

by ] z 1 .

d:/2 t-’tdt:/ It jeltdt = / Wt = | =¥ = —[e™ — €] = —1
/[zz ; z(t) - 2'(t) e je je [2] }0 2[6 el
AB
b) /|z|dz, gdzie Tuk AB to lewa polowa okregu o réwnaniu |z| =1 od A =j do B = —j.

AB
Parametryzacja tuku:

4 3 .

2(t) = e’ = cost + jsint, [2(t)] =1, t € [g, 57?], 2 (t) = je!* = —sint + jcost

Wykorzystamy tw. 1.

E 3,
/|Z|dz = /2 |2(t)| - 2'(t)dt = /2 1-(—sint + jcost)dt = [COSt +jsint}
s 3 3

[SERE I

=j[-1-1]=-2;

Wtlasnosci catki

Jezeli funkcje f i g sa catkowalne wzdtuz tuku AB , to

1. / 2)+g(z dz—/f dz+/g
2. /a dz =« - /f
3. /f :—/[f(z)dz

Powyzsze wtasnosci pozostaja prawdziwe dla catek po krzywych zamknietych.

Uwaga 2. Jezeli C jest okregiem K (zg;r) skierowanym dodatnio wzgledem

wnetrza, a n — dowolng liczbg naturalna, to

1 2r7 gdy n=1
bl
& (2 — 20) 0 gdy n>1

Obliczenia:

Parametryzacja: z2(t) = zo +1-¢elt, t € [0,27], 2/(t) = jrelt, z —zg=r- €t

T 9 it I ; T
;dz — 2 j?"ej' dt — ] 2 T(l_n)ejt(l_n)dt _ J 2 ejt(l_n)dt _
— n Jtn (n—1)
i (2 — 2) 0 (reft) 0 r 0
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27 27
j-/ dt — - [ dt = 2rj dlan =1
= 10 27 0
L)/ lcos(t(1 — n)) + jsin(t(1 — n))]dt = 0, dlan #1
0

r(n—1

Tw. 2. (podstawowe Cauchy’ego)
Jezeli funkcja f jest holomorficzna na obszarze jednospdjnym D,

C C D — dowolng krzywa Jordana kawatkami gladka, to niezaleznie od skierowania tej krzywej

()= =

Dowdd twierdzenia 2. jest wnioskiem z twierdzenia Greena i definicji catki funkcji zespolone;.

zachodzi réwnosé

Przypomnijmy, ze zachodzi rownosé¢ jlgf(z)dz = fudx — vdy +j-]§vdx + udy.
c
Ponadto, jesli funkcja f jest holomorficzna w obszarze jednospojnym zawierajacym krzywa C', to

funkcje u i v sg klasy C? i spelnione sg tam warunki Cauchy’ego-Riemanna, czyli

ou Ov ou ov

gr —dy’  dy  ox

W takim razie do obliczenia calek krzywoliniowych mozna zastosowaé twierdzenie Greena.

Niech U - obszar ograniczony krzywa C. Wtedy:

%udx—vdy—/ —@—— dxdy—/ Odzdy =0
c

j{vdanudy—// — - — da:dy—/ Odxdy =0
c

Wiec ostatecznie dostaniemy f f(z)dz = 0.

Fakt 1. Jezeli funkcja f jest holomorficzna na obszarze jednospojnym D, to dla dowolnych

punktéw A, B € D wartos¢ calki / f(2)dz nie zalezy od ksztattu tuku AB,
AB

a jedynie od punktéow A i B. Mozna wigc pisaé /f(z)dz, gdzie zy = A, 20 =B

Fakt 2. Jezeli funkcja f jest holomorficzna na obszarze jednospojnym D,
F jest dowolng funkcja pierwotna funkeji f (czyli F'(z) = f(2)),

to dla dowolnych 21, zo € D zachodzi réwnosc

/ F(2)dz = F(z5) — F(21).

Przyktad 2. Obliczymy catki wykorzystujac funkcje pierwotna.
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a) Calka z przyktadu la) / zdz,
- AB
gdzie tuk AB to ¢wieré okregu o réwnaniu [z| =1 0od A=1do B =j.
Funkcja f(z) = z jest holomorficzna (jako wielomian) i jej funkcja pierwotna to F(z) = %22 +c,

gdzie ¢ - dowolna stata zespolona.

. 1
Na mocy Tw. Cauchy’ego (fakt 2) mamy: /zdz = /J zdz = [522}1 =—(j2-1%)=-1
1

—

AB
b) Calka z przyktadu 1b) /|z|dz,
- AB
gdzie tuk AB to lewa potowa okregu o réwnaniu |z|] =1 0od A= j do B = —j.

Funkcja f(z) = || nie jest holomorficzna, ale na tuku AB zachodzi réwnosé f(z) = 1,

tak wiec /|z|dz = /1dz:/ dz = M e —j—j=-25.
' j
B B ’
g
c) Catka / (32* — 4€** — sin z)dz moze by¢ obliczona z wykorzystaniem funkcji pierwotnej,
0

gdyz funkcja podcatkowa jest holomorficzna jako zlozenie wielomianu, funkcji wyktadniczej

i trygonometrycznej.

Jm T .
/ (32 — 4e* —sin2)dz = [23 — 2€** + cos z}é = (jm) — 2e¥™ + cos(jm) + 2€° — cos 0 =
0

—Tr

-2 a2
el T 4e T
2

oo 1= i T

. 3
= — -2
s + 7

Fakt 3. Jezeli funkcja f jest holomorficzna na obszarze jednospojnym D
z wyjatkiem punktow zi, 2o, ..., 2, to dla kazdej krzywej Jordana C' C D

zawierajacej te punkty w swoim wnetrzu zachodzi rownosé

iz =3 fr)a,
C

i=1j.
gdzie K; to okregi K; = K(z;;1;) lezace wewnatrz C, promienie r; sa odpowiednio mate, tak ze

okregi K; leza na zewnatrz siebie; krzywa C' i okregi sa zorientowane dodatnio wzgledem wnetrza.

7 Uwagi 2. i Faktu 3. wynika spos6b obliczania catek po krzywych Jordana dowolnych funkcji

wymiernych.

2
Przyktad 3. Obliczymy catke z funkcji f(z) = -9 po zadanych krzywych zamknietych C'
2(z —
zorientowanych dodatnio wzgledem wnetrza.

Funkcja f(z) = jest holomorficzna wszedzie poza punktami z; =0, zo = 2.

2
z2(z—2)

Wartos$¢ catki zalezy od tego, czy punkty osobliwe lezg wewnatrz, czy na zewnatrz krzywej C'.
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a) Niech krzywa C = {z € C: |z — 1 — j| = 1} dodatnio zorientowana wzgledem wnetrza, czyli
okrag o $rodku w punkcie zg = 1+ 7 i promieniu r = 1. Punkty 0 i 2 leza na zewnatrz krzywej C,
wiec istnieje obszar jednospéjny D O € na ktérym funkcja f(z) jest holomorficzna.

2
W takim razie fidz =0
J 2(z —2)

b) Niech krzywa C' = {z € C: |Rez| + |Im z| = 1}, czyli to kwadrat o wierzchotkach: 1, j, —1, —j
dodatnio zorientowany wzgledem wnetrza.

Punkt 0 lezy wewnatrz tego kwadratu, a punkt 2 - na zewnatrz.

W takiej sytuacji warto$é catki bedzie réwna calce funkeji f(z) po pewnym okregu K o érodku w

z1 = 0 i promieniu r odpowiednio matym, tak by ten okrag zawierat siec we wnetrzu kwadratu C.

2 2
fo % f g
Z 2(z — 2) A 2(z — 2)
Aby dokonaé obliczen roztozymy funkcje f(z) na sume utamkow prostych.
2 A B 1 1

f(z):z(z—2):z—2+;:z—2_;

1
Funkcja jest nieholomorficzna jedynie w punkcie zo = 2 lezacym na zewnatrz krzywej C,
y —

1
2dz =0.

wiec catka f
c

1
Funkcja — jest nieholomorficzna jedynie w punkcie z; = 0 lezacym wewnatrz krzywej C.
z

1 1
Mamy wiec ?{fdz = j{ dz = 27j, zgodnie z twierdzeniem Cauchy’ego.
L7 Z—
Ostatecznie dostaniemy

2 2 1 1
J R R B SR PR
2(z—2) 2(z—2) z—2 z
c K K K

c) Niech krzywa C = {z € C : |z — j| = 4}, czyli okrag o srodku w punkcie zy = j i promieniu

r = 4. Punkty 01 2 lezag wewnatrz krzywej C.

W takiej sytuacji wartos¢ catki z funkcji f po tym okregu bedzie réwna sumie catek po dwbch

matych roztacznych okregach: K; - okrag o srodku w z; = 0, K, - okrag o srodku w 2o = 2.

52(22_2)6[,2 = ]{’2(22_2)(12 +]?f2(22—2)d2

K
2 1 1 1 1
= di= (s -z = f—dz— §-dz=0—2rj = —2nj
7{2(2—2) : z—2 z)z 2% P W‘j ™
K Ki K K

Pierwsza catka jest réwna 0, bo funkcja 5 jest holomorficzna w otoczeniu punktu z; = 0,
y —

druga catka jest obliczona na podstawie tw. Cauchy’ego.

2 1 1 1 1
i = (s = Dz = f—dz— fodz=2mj—0=2r).
7{2(73—2)2 z—2 z)Z 27 KZZ mj = 0=2m

Ko Ko Ko
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Taraz pierwsza catka jest rowna 275 na podstawie tw. Cauchy’ego, a druga rowna 0,

1
bo funkcja — jest holomorficzna w otoczeniu punktu 2z, = 2.
z

2 2 2
Ostatecznie dostaniemy j{idz = fidz + fidz =215+ 215 =0.
J 2(z —2) 2(z —2) P 2(z —2)
2

K
Tw. 3. (wzér catkowy Cauchy’ego) Jezeli funkcja f jest holomorficzna na obszarze
jednospojnym D, C' C D jest dodatnio zorientowang kawatkami gtadka krzywa Jordana,

to dla kazdego punktu 2y nalezacego do wnetrza krzywej C' prawdziwa jest rownosé

f(20) 1 (2) dz.

27r]cz—zo

Twierdzenie to pozwala wyrazi¢ wartosci funkcji holomorficzej w punktach obszaru

za pomoca wartosci tej funkeji na brzegu tego obszaru.

I odwrotnie: mozemy obliczy¢ wartosé catki

przy zalozeniu, ze funkcja f(z) jest holomorficzna w pewnym obszarze D D C.

Przyktad 4. Obliczymy caltki wykorzystujac wzoér catkowy Cauchy’ego.

z z

e’ e’
2241 (z—4)(z+7)
po dodatnio zorientowanym okregu C' ={z € C: |z| = 2}.

a) Calka funkcji f(z) =

Punkty osobliwe funkcji f(2) to z; = j, 20 = —j 1 oba leza wewnatrz krzywej C, wiec

Seer® femaerat t femaee

gdzie K; to pewien dodatnio zorientowany okrag o srodku w z; = j, Ky to pewien dodatnio

zorientowany okrag o $rodku w zo = —7, okregi te sg roztaczne i lezg wewnatrz krzywej C.

Dalej obliczymy calki osobno.

)
jz ; h 3°
%;dz = jgij,dz = 7{ l(z)dz =2mj - hi(j) =275 ,6 - = et
=) L) P J+7
Jz
Wykorzystany zostal wzor catkowy Cauchy’ego dla funkcji hy(z) = e+ -
ZT]
holomorficznej w pewnym otoczeniu punktu z; = j.
el?
S i o
f#dz = j{'zi‘],dz = % Q(Z)dz =2mj - ho(—j) = 27j IR
(e=i)(z+7) 2t R —j=J
Jz
Wykorzystany zostal wzor catkowy Cauchy’ego dla funkcji ho(z) = ¢ -
z—j
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holomorficznej w pewnym otoczeniu punktu zo = —j.
e’*
Ostatecznie fidz = e~ — Te.
2 2241

dz, gdzie punkt osobliwy z; = 0 lezy wewnatrz krzywej,

2
b) Calka z przyktadu 3b) czyli ]{7
2 2(z —2)

a 2o = 2 lezy na zewnatrz krzywej C'.

W takiej sytuacji mamy
2
(-—)

2 2 oy h(z) . 2 |
——d Z]{id :%Zid :f de = 977 - h(0) = 277 - 2 — _9ri
j{z(z—Q) : 2(z —2) : a0~ ST (0) = 2mj 5 7
¢ K K K

2
Wykorzystany zostal wzér catkowy Cauchy’ego dla funkcji h(z) = Pt holomorficznej w pew-
Z J—

nym obszarze zawierajacym okrag K o srodku w punkcie osobliwym z; = 0.

Tw. 4. Funkcja f holomorficzna w obszarze D ma w tym obszarze pochodne wszystkich rzedéw

i dla kazdego zy € D oraz n € N zachodzi rownosé

P n) = g T

_ n+1
27r]c Z — 2p)

gdzie C jest dowolnym okregiem o $rodku w zy zawartym wraz ze swoim wnetrzem w obszarze D.

d
Przyktad 5. Obliczymy catke j{ 27’212’
2 (41

gdzie C ={z € C: |z —j| =1} - okrag dodatnio zorientowany wzgledem wnetrza.

1 1
Funkcja podcatkowa f(z) = = , — ma dwa punkty osobliwe:
v A Er R RV EEE puniety
z1 = j lezacy wewnatrz krzywej C' 1 zo = —j lezacy na zewnatrz krzywej C.

Na mocy faktu 3. i tw. 4. mamy

()
)2 h 2
j{ 2+1 7{ — n .)de = %Ezi—]; dz = %( EZ),)QdZ ;‘]h/( )
(z z (z—=7)2(z+7 L= 2(z=J
1
Zastosowano rownos¢ z twierdzenia 4. dla n = 1 i funkcji h(z) = Rtk
Z7T]
holomorficznej w pewnym otoczeniu punktu z; = j.
—2 —2 —2 1
Pochodna funkeji h(z) to K (z) = ., W)= — = = ——3
il h(z) (2) L (7) G785 2
dz 1 s

Ostatecanic  §— " = 2mj - (=) =
statecznie C<Z2+1)2 - ( 4])



