ANALIZA 2 WYKLAD ITI-IV 7. TREBSKA SEM. 21L

Catka potréjna

Niech V = [a; b]x[c; d]x[p; q] — ograniczony prostopadloscian, n — liczba naturalna.

Niech f - funkcja trzech zmiennych, ograniczona na V.

Prostopadtoscian V dzielimy na n prostopadtoscianéw Vi, Vs, ..., V, o rozlacznych wnetrzach
i objetodciach [V4l,|Val,...,|Val.

Postepujemy tak dla kazdego n € N, otrzymujac cigg podziatéw V.

Rozpatrujemy tylko normalne ciagi podziatow.

Dla ustalonego podziatu Vi, Vs, ..., V, wybieramy po jednym punkcie A, € V;,

z kazdego prostopadtoscianu.

Tworzymy sume catkowgq S, funkcji f odpowiadajaca temu wyborowi punktow:
k=1

Def. 1. Jezeli dla kazdego normalnego ciggu podzialéw prostopadtoscianu V istnieje ta sama
granica wlasciwa lim S, — niezalezna od sposobéw podziatu V i wyboru punktéw Ay € Vi,
to wartodé tej granicy nazywamy catkq potréjng funkcji f po prostopadtoscianie V

1 oznaczamy nastepujaco:
// f(z,y, z)dxdydz lub /// f(z,y, z)dv. (1)
% \%

Jezeli catka /// f(x,y, z)dv istnieje,to funkcja f jest catkowalna w V.

Uwaga 1. Jezeli funkcja f jest ciggta w V, to jest catkowalna w V.
Uwaga 2. Catka potrojna posiada wlasnosci analogiczne do wtasnosci catki podwojne;.

Uwaga 3. Catka / / dxdydz przedstawia objeto$é¢ prostopadtoécianu V.
v
Tw. 1. (O zamianie calki potréjnej na iterowana)

Jezeli funkcja f(xz,y,2) jest ci@gbia Zv Y: [a: b]x[c; d]x[p: q], to
///f(x,y, z)dxdydz = /(/(/f(:c, Y, z)d,z>dy> dr. (2)
v A

Calka iterowana (2) jest réwna kazdej z pieciu pozostatych calek iterowanych, rézniacych sie od

niej tylko kolejnoscig catkowania.

2

///yz cos(zy)dzdydz = /(/2 /gyz cos(xy) dx dz) /1</2 sin(x

Przykiad 1. Obliczy¢ calke ///yz cos(zy)dzdydz, gdzie V = [0; W]x{;; 1}><[1; 2]

.
2

)dz) dy =

=0
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Tw. 2. Niech D — obszar regularny, ¢, ¢, — funkcje ciggte w D oraz
U={(z,y,2): (v,9) €D, ¢r(z,y) <z < dalw,y)}- (3)

Jesli f jest ciggta w U, to jest catkowalna w U i zachodzi réwnosé

d2(z,y)
///f(x,y,z)dxdydz = //( / f(x,y,z)dz)dxdy.
U D d1(zy)
Uwaga 4: Twierdzenie 2 mozna ougolni¢ na catki potrojne po zbiorach postaci:
Up ={(z,9.2) : (y,2) €D, d1(y,2) <z < ¢y, 2)} (4)
sz - {(x,y, Z) : (iL‘,Z) € Ea ¢1(£U,Z) < Yy < ¢2($,2’)}. (‘5)

Interpretacja geometryczna

Uwaga 5. Catka / / dwdydz przedstawia objetosé bryty V.
1%

Przyktad 2. Wyznaczyé objetoéé bryty V ograniczonej powierzchniami

z=at+y? 2 =2— 2% -y

15

0.5

0.5

Bryta jest ograniczona przez dwie paraboloidy obrotowe.
Wyznaczymy zbiér punktéw przecigcia tych powierzchni.

r=2? 4yt =2—-22—9y? = 22 +yP=1Az=1

2
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Paraboloidy przecinaja sie wzdtuz okregu. Bryla V jest zbiorem typu (3),
gdzie D= {(z,y): 2> +y* <1}, ¢i(z,y) =22 + 9%, da(z,y) =2 — 2% — 32

Do obliczenia jej objetosci zastosujemy Tw. 21 Uwage 5.

Objetodé V = ///1da:dydz—//( / dz>da:dy—//< — 2 — g — (2 +y))da:dy—

5N gy

2 1 27 7‘4

_//(Z—Zx —i—y)dxdy—// —r? Td?”d(ﬁ /(2—5
0 0

Zamiana zmiennych w calce potrdjnej

1 1
0>d¢:/2d¢:7r

Niech przeksztalcenie T : Q — U, gdzie Q,U C R? — zbiory postaci (3),
T(U7U7w) - (I<u7v7 w)7y(u7 U’ w)’z( w))

Tw. 3. Jezeli
1. funkcja f jest ciggta w U;

2. przeksztalcenie T jest réznowarto$ciowe oraz klasy C! i przeksztalca wnetrze obszaru Q na

wnetrze obszaru U,

Oz Oz Oz
D(xy,z) | onon ol ~
3. Jakobian ——————~ = | & 20 %Y | jest rézny od zera w obszarze (),
D(u,v,w) ou Ov Ow
v Ov  Ow
D
to ///fa:y, d:vdydz-///f z(u, v, w), y(u, v,w), z(u,v,w)) - ‘ (2,9, 2)
(u,v,w)
Przyktad 3. Obliczy¢ catke / / / r+y)@ —y)° dxdydz,
(b — 3y + 2)?
gdzie U = {(z,y,2): 0< x+y 3, 1<z—y<2 1<br—3y+2<3}

Bryta U jest réwnoleglodcianem.

Wprowadzamy nowe zmienne: u=x+y, v=x—y, w=95xr—3y—+ =2
i zastosujemy Tw. 3.

Gdy (z,y,2) € U, wtedy (u,v,w) € Q=10,3] x [1,2] x [1, 3].

v, z(u,v,w)=w—u—4

1
uU—3

N[

x(u, v, w) = %u + %U, y(u,v,w) =

Odwzorowanie T : (u, v, w) +— ( (u,v,w), (u,v,w),z(u,v,w)) ma wymagane wtasnosci.

z, = 2 (du+ v) =1, Ty =2(su+iv)=1 Ty = g5 (3u+ §v) =
PR S 1 4 S NP A WP
2= 2 (w—u—4v) 1,  zy=2(w—u—4v) 4 zy=gw—u—4v)=
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Wyznaczamy Jakobian odwzorowania 7'

;o Dly,2)
- D(u,v,w)

N—= N

0|=-
-1 —4 1

Obliczamy calke z Wykorzystaniem opisanej zamiany zmiennych.

3 2 3
(x 4+ y)( 1 uv?
i[5 St = (] 2o
/// 5:1:—3y+z xdydz dudvdw 21 / (O 0 du)dv dw

2 3
1 1 1 -1 3 2 1 2 79 7
:,/idw./ﬁdv,/udu:,.i?* vpouws 1279 _7
J 2 wh 3h 2l 2 3 3 2 2

Wspoltrzedne sferyczne

Do obliczania catek po zbiorach bedacych fragmentami kuli wygodne moga by¢ tzw. wspotrzedne

sferyczne.

Jezeli zmienne x,y, z zastapimy zmiennymi 7, ¢, 0, gdzie
x=rcos¢pcosl, y=rcospsinh, z=rsing

(r jest odlegtoscia punktu (z,y, z) od punktu (0,0,0))

€ [0,4+00), 0 [0,27), g€ [~F, 5] — wspétrzedne sferyczne,

cospcost —rcos¢gsinf —rsin¢cost
to J=-———"-"=| cos¢sinf rcos¢cos —rsingsinf =r?cos ¢

sin ¢ 0 7 COS ¢
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Prayktad 4. Obliczy¢ catke / / / y /22 + y? + 22dzdydz,
v

gdzie V ={(z,y,2): 22 +y?+22<4, y >0, 2> 0}.

Bryla V jest ¢wiartka kuli.

1.5

0.5

Do obliczen wykorzystamy wspotrzedne sferyczne r, ¢, 6.
Przyjmujemy x = rcos¢cosfl, y=rcos¢sinf, z=rsing, J=r%cosda.

Gdy (z,y,2) € V, wtedy r€[0,2], ¢ €[0,%], 0 €[0,7], Va?+ 32+ 22 =r.

T 3 2
///y\/xz +y? + 22dxdydz = ///r cos ¢ sin 0-r-1r2 cos ¢pdrdpdd = /(/ (/ 4 sin @ cos? qbdr)dgb) df =
# 5 0 0 0

™ % 2 ™

™1 in2¢ |5 1°? 32 16
/sin@d@-/c052¢d¢-/r4dr: —cosf| - =(1+ S (b) R R S

0 2 2 0 5) 0 4 5 5
0 0 0
Zmodyfikowane wspoélrzedne dla elipsoidy.

2 2 2
Uwaga: Do obliczania calek po obszarach ograniczonych elipsoida: — + 5] + 5 =1
a c

wygodne moga by¢ zmodyfikowane zmienne:
x,y, 2 zastepujemy zmiennymi r, ¢, 0, gdzie
r=arcos¢cos, y=>brcos¢sing, z=crsing ijakobian J = abcr? cos .

Dla petnej elipsoidy przyjmujemy zakresy zmiennych: r € [0,1], ¢ € [-5,5], 0 € [0, 27].

Przyklad 5. Obliczy¢ objetoéé bryty E = {(z,y, 2) : 922 + 4y® + 3622 < 36}.

2 2
022 4+ 4y® + 3622 < 36 < %+%+z2<1

Bryta E jest elipsoidg o pétosiach: a =2, b=3, c= 1.

b}
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Objetoéé bryty obliczymy jako catke |E|= / / dxdydz
E

z wykorzystaniem nastepujacej zamiany zmiennych:

x =2rcospcos, y=3rcospsinf, z=rsing ijakobian .J = 6r%cos .

Przyjmiemy nastepujace zakresy zmiennych: r € [0,1], ¢ € [-5, 5], 6 € [0, 27].

us

2

|E| = // drdydz = // 612 cos pdrdpdd = /(
E Q

0 -
27
:6/d9-
0

Wspélrzedne walcowe (cylindryczne)

\w\

1
(0/ 612 cos ¢ d?“) d(b) do =

INJE]

2

1
= &m.
0

1 . 3
2 oz r
cosqbdqb-/r dr:6-27r-smgz5‘ ry
0 -2

|
w\z\\_, El

0<r<+m Az

i (xy,z)
0<é<2m /
z 5
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Jezeli zmienne x,y, z zastapimy zmiennymi 7,6, z, gdzie
r=rcosf, y=rsinf, z=z

(r jest odlegtoscia punktu (z,y, z) od osi OZ)

re [0,+00), 0€[0,27), z€ (—o0,0) — wspéirzedne walcowe,

cos@ —rsinf 0
. . €T
to jakobian D02 = | sinf rcosf O |=r

0 0 1

Wspélrzedne walcowe sa zazwyczaj wykorzystywane do obliczania calek po zbiorach, ktére sg

brytami obrotowymi lub sg fragmentami takich bryt.

Objetos¢ bryt obrotowych
Rozwazmy bryte B ktorej powierzchnia boczna powstaje w wyniku obrotu wokot osi OZ wykresu

funkeji x = f(z) dla z € [a, b].

A
Z z

M ]
Y
>

Do obliczenia objetosci bryty wykorzystamy zamiang zmiennych na wspotrzedne walcowe:
r=rcosf, y=rsinf, z=z J=r.

Dla bryly obrotowej okreslonej powyzej mamy: 6 € [0,27], z € [a,b], r € [0, f(2)].

b f(2) 27

V/é/dxdydz7(/(0/ rdr)dz>d9:0/d9-/b(0/ rdr)dz =

0 a

" e om / P, /[f(z)]%zz

0

2

b
[

Przyklad 6. Obliczy¢ objetoéé bryty T powstalej przez obrét wokoét osi OX

a a

wykresu funkcji f(z) = z* dla x € [0,1].
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Objetosé bryty obliczymy jako catke |T| = / / / dxdydz

Do obliczenia catki wykorzystamy wspolrzedne walcowe, gdzie o§ obrotu pokrywa si¢ z osig OX
(r to odlegtosé punktu (x,y, z) od osi OX).
r=ux, y=rcosl, z=rsind, J=r.

Dla bryty obrotowej okreslonej w przykltadzie mamy: 6 € [0,27], z € [0,1], r € [0, 2?].
T T 1

T/T/dxdydz/(o/l /rd’r d:c)d&-/d& O/lo/rdr)da::27r~/(7§

22
0 0

)dx =

4 51

:27T./£dx:ﬂ'.£
J 2 9 lo

™
5
Zastosowanie w fizyce

Jedli o(z,y, 2) jest gestoscia objetosciowa masy bryty B,
to catka M = ///g(x,y,z)dxdydz wyraza mase tej bryty.

Calki MS,, = ///zg(x,y, 2)dxdydz, MS,, = // yo(x,y, z)dxdydzi MS,, = ///xg(:r;,y, z)dxdydz
B B B

przedstawiaja momenty statyczne bryty B wzgledem plaszczyzn uktadu wspoétrzednych.

Wspotrzedne érodka masy bryty B o gestosci o(z, y, 2) wyrazaja sie nastepujaco:

(MSyZ MS,. MSxy).

(x07yC7ZC): M ) M ) M



