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Wyktad 10: Rozwigzania kooperatywne a negocjacje

10.1 Rozwigzania kooperatywne dla gier w postaci normalnej.

Rozpatrzymy tu przypadek podstawowy: dwdch graczy, o niezaleznych decyzjach
X = (71,72) € Xo = Xo1 X Xq2, rezultaty (wygrane) y1 = fi1(z1,22), yo = fa(w1,72),
y = f(x) = (fi(x1, 22), fo(z1, x2)). Zatézmy, ze jest to gra o niestalej sumie i gracze
moga zyska¢ przez kooperacje (jak np. w dylemacie wieznia). Jakie wspolne decyzje
sa dla nich racjonalne?

Pytanie to nie ma jednoznacznej odpowiedzi, nawet w przypadku gier o statej sumie
(gdyby miato, nie trzeba by bylo negocjowaé). Przyktadem prototypowym jest tu
inna putapka racjonalnosci, zwana gra podziatu: przypusémy, ze dwoch graczy ma
do podziatu okreslong sume, np. 100 zt. Jesli uzgodnia miedzy soba sposoéb podziatu
w okreslonym czasie, to otrzymaja uzgodnione sumy; jesli jednak nie uzgodnig po-
dziatu, cata suma przepada (np. musi by¢ wyptacona osobie trzeciej). Jak powinni
podzieli¢ te sume? Oczywiscie, pot na pot, jesli nie ma zadnych czynnikéw dodat-
kowych w grze. Ale czynniki dodatkowe zawsze sie pojawig. Jedli jeden z graczy jest
ubozszy, a drugi bogatszy, to bogatszy moze argumentowac, ze powinni podzieli¢ te
sume wedtug propocjonalnych przyrostu uzytecznoscei dla kazdego z graczy (a wiec
wiecej dla bogatszego, ktéry ma mniejsza uzytecznosé z danej sumy), natomiast
ubozszy, ze sprawiedliwy podziat powinien maksymalizowaé sume ich uzytecznosci
(a wiec wszystko, a co najmniej wiekszos$é, dla ubozszego). Gdyby daé te gre jako
praktyczne ¢wiczenie studentom i uzalezni¢ oceny od osiggalnych rezultatow, to ich
zachowanie zalezalo by tez od stosowanej reguty ocen.

Jak wynika z tego przyktadu, dla odpowiedzi na pytanie o racjonalna decyzje ko-
operatywna niezbedne jest okreslenie co najmniej dwdch elementow dodatkowych:
punktu status quo 'y = (y1,72), po angielsku disagreement point, okreslajacy jakie
beda rezultaty graczy, jesli nie dojdg do porozumienia — oraz zatozen co do skal
poréwnan uzytecznosci. J. Nash (1953) zaproponowal odpowiedZ na to pytanie nie-
zalezne od skal uzytecznosci i opierajace si¢ na pewnych aksjomatach racjonalnego
podziatu. Nazwal on ten problem zadaniem przetargu (bargaining problem) i okreslit
nastepujaco.
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Problem jest w swej istocie niezalezny od postaci funcji fi, fo, wystarczy go rozpa-
trywa¢ w przestrzeni rezultatow gry. Dla okreslenia problemu przetargu wystarczy
wiec podaé punkt status quo y oraz zbiér Y rezultatéw niegorszych od status quo,
ktory nastepujaco wynika z przyjetego modelu gry:

YV ={yeR: y1 = fi(z1,32) > U1, yo = fola1,22) > o, 71 € Xo1, 72 € X2} (1)
Para (y, Y) okresla wigc problem przetargu i w tych terminach mozna go analizowad,
poszukujac wektora y rezultatow racjonalnego przetargu jako pewnego odwzorowa-
nia ® tej pary:

y=0F. V)= (D:(y,Y), 02y, V) €Y (2)

speliajacego dodatkowe aksjomaty racjonalnosci. Oczywiscie, w zastosowaniach
praktycznych trzeba okresli¢ takze odpowiednie decyzje x takie, ze y = f(X).

Nash rozpatrywal ten problem przy zalozeniu, ze zbiér Y jest domkniety i wypukly,
oraz przyjat nastepujace aksjomaty racjonalnosci przetargu:

e Al. Sprawno$é: y = ®(y, V) jest punktem sprawnym (Pareto-optymalnym)
zbioru Y.

e A2. Indywidualna racjonalno$é: y = ¢(y, Y) > y.

e A3. Niezalezno$¢ od skali uzytecznosci: liniowe przeksztalcenia skali uzy-
tecznosci i tym samym danych zadania:
W ={wi =Xy +71,w2 = Moo + 72, y €Y} @ = (M1 + 71, Moo +72)

dla dowolnych A\; > 0, Ay > 0 i dowolnych 71, 75 nie wptywaja istotnie na
wynik, to jest powoduja tylko jego analogiczne przeksztalcenie:

O(w, W) = MP1(y,Y) + 71, P2y, Y) +72)

e A4. Niezaleznos¢ od opcji nieistotnych: dla dowolnego (domlini(gtego i
wypuktego) zbioru Y/ C Y jedli &(y, V) € Y/ to &(y, V') = d(y, V).

e A5. Symetria: jesli problem jest symetryczny, czyli jesli y1 = y» oraz
{(y2,01) € B?: (y1,12) €Y} =Y, t0o @1(y,Y) = Po(y, V).

Aksjomaty: sprawnosci, indywidualnej racjonalnosci, niezaleznosci od skali uzytecz-
nosci oraz symetrii s bardzo naturalne. Naturalnym tez wydaje sie na pierwszy rzut
oka aksjomat niezaleznosci od ubocznych opcji nieistotnych, ale w istocie nie jest
on naturalny — gdyz naprawde méwi on, ze caly ksztalt zbioru Y poza odcinkiem
y, ®(¥, Y) nie ma wptywu na rozwigzanie problemu (ilustracja na wyktadzie).

2
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Przy zatozeniu tych aksjomatéw (oraz wypuktoéci, domknietosci i niepustosci Y)
Nash udowodnil, ze rozwigzanie problemu przetargu jest jednoznacznie okreslone
jak nastepuje:

O(y, Y) =y = argmax(y1 — 41)(y2 — 42) (3)
yey
Jest to oczywiscie poszukiwanie maksymalnego poziomu podstawowej hiperboli
stycznej do zbioru Y (i skoro jest to zbiér wypukly, to rozwiazanie jest oczywiscie
jednoznaczne); ilustracja na wyktadzie.

Wobec kontrowersyjnosci aksjomatu A4, rezultat Nasha ma raczej znaczenie teore-
tyczne. Bardziej praktyczne rozwiagzanie problemu przetargu zaproponowal Raiffa;
Kalai i Smorodinsky udowodnili, ze rozwigzanie to jest jednoznacznym rozwigzaniem
spetniajacym aksjomaty A1-Ab z aksjomatem A4 zastapionym poprzez nastepujacy:

e A4’. Indywidualna monotonicznosé. Jedli powiekszy¢ zbiér Y tak, ze

zwiekszeniu ulegnie maksymalny rezultat tylko dla jednego z graczy, na przy-
ktad:

Y CY', maxy < maxy;, maxy, = maxy,
yey yeyY’ yeyYy yey’

to zwiekszeniu ulegnie tez rezultat kooperatywny przypisany temu graczowi:
(I)1<y7 Y) < (I)1<y7 ?/)
(i analogicznie dla drugiego gracza). Ilustracja graficzna na wyktadzie.

Oznaczmy:

Yuto = (Maxy;, maxys) (4)
yey yey
Punkt taki nazywamy punktem utopijnym dla zbioru Y. Rozwigzanie Raiffy-Kalaia-
Smorodinsky’ego jest wtedy (przy zalozeniach wypuklosci, domknigtosci 1 niepusto-
Sci zbioru Y') takim rezultatem sprawnym y € Y, ze:

?)1 - gl Y1,uto — gl
= = - (5)
Yo — Y2 Y2,uto — Y2

Rozwiazanie to mozna interpretowac jako wynik poszukiwania punktu sprawnego w
zbiorze Y na kierunku wyznaczonym przez punkty y oraz y.., — ilustracja na wy-
ktadzie. Mozna je jednak tez traktowac¢ jako rozwigzanie pewnego problemu opty-
malizacji. Mianowicie, rozpatrzmy nastepujaca funkcje osiggniecia:
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- . Yi— Vi 2y — Ui

O-(y’ y) ZH:l%g Yiuto — gz e i=1 Yiuto — gz <6)
gdzie € > 0 jest parametrem o odpowiednio malej wartosci. Funkcje takie, z oczywi-
stym uogélnieniem dla przypadku n > 2, stosuje si¢ w wielokryterialnej optymaliza-
¢ji i wspomaganiu decyzji: punkty maksymalne takich funkcji sa zawsze punktami
sprawnymi, a na potozenie tych punktéw maksymalnych na granicy Pareto zbioru
Y mozna wplywaé przez zmiane punktu odniesienia y. W wielokryterialnej optyma-
lizacji i wspomaganiu decyzji, punkt odniesienia wcale nie musi by¢ punktem status
quo, lecz moze byé¢ dowolnie wybierany (jako ¥y € Y lub nawet y ¢ Y) przez de-
cydenta — uzytkownika systemu wspomagania decyzji, ktéry moze wtedy w sposob
cigglty i intuicyjnie naturalny wptywaé poprzez zmiane takiego punktu na wybor
rezultatu sprawnego — zob. np. Wierzbicki, Makowski i Wessels (2000). Stosowa-
nie takich funkcji osiggniecia, zaleznych parametrycznie od punktu odniesienia, ma
wiele zalet w porownaniu z klasycznymi, podrecznikowymi sposobami optymalizacji
wielokryterialnej (czyli z maksymalizacja sumy wazonej kryteriéw lub maksyma-
lizacja wybranego kryterium przy natozeniu dodatkowych ograniczen na kryteria
pozostate).

W zastosowaniu do rozwigzania kooperatywnego Raiffy-Kalaia-Smorodinsky’ego,
powyzsza funkcja osiggniecia okresla po prostu to rozwigzanie poprzez swoje mak-
simum wzgledem y € Y (jedli ten zbiér jest wypukly; jedli nie jest, to otrzymujemy
uogdlnienie tego rozwigzania):

O(y,Y) =y = argmaxa(y,y) (7)
yey
przy dostatecznie malych ¢ > 0 (w tym zastosowaniu mozna faktycznie przyjaé

e = 0, stosowanie € > 0 zaleca si¢ w ogolniejszych zastosowaniach do optymalizacji
wielokryterialnej).

Powyzszy sposob okreslania rozwigzania kooperatywnego mozna z tatwoscig uogdlnic
na wiecej niz n = 2 graczy. Nieco trudniejsze jest uogodlnienie na rozwigzania koope-
ratywne gier wielokryterialnych, zob. np. cytowang juz ksiazke Wierzbicki et.al.

10.2 Rozwigzania kooperatywne dla gier w postaci koalicyjnej

Jesli jest wiecej graczy, niz dwoch, to mozna wprawdzie prébowaé uogdlniaé¢ roz-
wigzania kooperatywne omawiane wyzej, ale zasadniczym problemem staje sie okre-
Slenie takiego rozwiazania, ktore nie byloby zagrozone przez koalicje kilku graczy
wykluczajacg innych. Zagadnienie to mozna badac przy zalozeniu, ze znane sa warto-
Sci wygranych dla kazdej mozliwej koalicji kilku graczy (np. sumy wygranych graczy
bioracych udzial w koalicji). Abstrahujac od innych cech gry i okreslajac tylko ta-
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kie warto$ci wygranych, definiujemy t.zw. funkcje charakterystyczng gry w postaci
koalicyjnej.

Niech N' = {1,...n} oznacza koalicje wszystkich graczy (czyli rozwiazanie w pelni
kooperatyne), natomiast C C N jest jakakolwiek koalicja mniejsza, w szczegdlnosci
— C = {i} oznacza koalicje jednoosobowa, czyli samego gracza i.

Gra w postaci strategicznej dana jest przez jej funkcje charakterystyczna v(C) dla
wszystkich C —od C = {i}, i = 1,...n, poprzez wszystkie koalicje kilkuosobowe az
do C = N; koalicji takich moze by¢ 2" — 1. Funkcje te interpretujemy jako gwaran-
towang wygrana taczna danej koalicji, maksymalng wzgledem jej wtasnych decyzji,
ale przy zalozeniu gry przeciwko jakiejkolwiek wersji innych koalicji. Inni gracze
moga np. stworzy¢ przeciwkoalicje N\ C, gra¢ kazdy oddzielnie itp. — a wiec v(C)
trzeba interpretowa¢ jako minimalng wartos¢ wygranej koalicji C wzgledem réznych
rownowag niekooperatywnych wynikajacych z tych wersji. Nie jest przy tym gwa-
rantowane, ze dla danej gry w postaci normalnej potrafimy dobrze okresli¢ funkcje
charakterystyczna (bo réwnowagi moga by¢ istotnie niejednoznaczne, tak jak w grze
w tchorza). Tym niemniej, zalozenie okreslonej funkcji charakterystycznej — nawet
kosztem pewnych uproszczen — jest niezbedne dla analizy rozwigzan koalicyjnych
gier (inaczej analiza ta, wobec duzej liczby mozliwych koalicji, stawata by sie niemal
niemozliwa).

Formalnie, funkcje charakterystyczng gry w strategicznej formie koalicyjnej zapisu-
jemy jako:

v(C) = ve, ¥C € 2V (8)

gdzie 2V jest zbiorem wszystkich podzbioréw N = {1,...i,...n}. O funkcji tej
zwykle zaktadamy, ze jest superaddytywna, czyli ze:

v(C'UC") = v(C") +v(C"), jesli C'NC” =10 9)

czyli ze koalicje nie mogg straci¢ na mozliwosci taczenia sie. Mozna wykazac, ze jesli
okreslamy funkcje charakterystyczna gry za pomoca operacji minmaxz (minimum po
innych koalicjach i ich decyzjach z maksimum po wilasnych decyzjach koalicji) z
np. postaci wielomacierzowej gry, to funkcja ta jest superaddytywna; inne sposoby
okreslania tej funkcji nie muszg gwarantowac jej superaddytywnosci.

Przez dopuszczalny podzial wygranych koalicji (feasible allocation) rozumiemy takie
przydziaty wygranych y;, © € C, ze:

Zyi <wv(C) (10)
ieC

Oczywiscie, gracze beda zainteresowani tylko takimi podziatami dopuszczalnymi,
ktore nie moga by¢ ulepszone, czyli w ktérych we wzorze powyzszym zachodzi
réwnosé. Podstawowym warunkiem zgody na pelng koalizacje graczy C = N jest
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warunek, aby zadna z mozliwych podkoalicji nie mogla ulepszyé¢ swego podziatu
opuszczajac koalicje gtowna, czyli:

Y yi=v(N)oraz > y; > v(C), VC C N (11)

ieN ieC

przy czym tu moze wystepowaé nieréwnosé silna w warunku > ;0 y; = v(C), gdyz w
grze superaddytywnej gracze podkoalicji moga zyska¢ wchodzac do koalicji wiekszej.
Zbiér wektoréw y € R"™, ktérych sktadowe spelniaja warunek (11) nazywamy rdze-
niem gry koalicyjnej (ang. core). Podzialty wygranych nalezace do rdzenia sa bardzo
atrakcyjnymi kandydatami na rozwigzanie koalicyjne, gdyz:

e wygrane wszystkich graczy sa traktowane symetrycznie, a sita przetargowa
graczy zwiagzana jest tylko z wygranymi podkoalicji, w ktorych moga wziaé
udziat;

e wszystkie rezultaty w rdzeniu sg osiggalne i sprawne w sensie Pareto w prze-
strzeni wyptat wszystkich graczy;

e zadnej z podkoalicji nie optaca sie opuszczac koalicji pelnej, jesli proponowany
podzial wyptat jest w rdzeniu gry.

Przyklad (na podstawie ksiazki Raiffy, patrz literatura). Rozwazmy trzy firmy, ktore
negocjuja potaczenie i dyskutujg mozliwe podziaty akcji po potaczeniu. Przeprowa-
dzity one staranne badania rynkowe i okreslity wartosé¢ kazdej z firm, kazdej z koali-
cji dwoch firm oraz koalicji pelnej (np. mierzong przewidywana wartoscia sprzedazy
produktéw kazdej z koalicji, w M$). Przypusémy, ze wartosci te sa nastepujace:

V1 | U2 | U3 | V12 U3\U12 V13 U2\U13 V23 U1\U23 V123
32123] 6 | 59 5 45 22 39 30 77

gdzie, dla dodania realizmu, zacytowaliSmy tez wartosci v; \ vy, takie, ktore firma
1 uzyskataby konkurujac z koalicjg firm j oraz k; przy minimaksowym okreslaniu
wartosci gry, te wlasnie wartosci v; \ vj; powinni$my stosowaé zamiast v;. Rdzen gry
okreslony jest wiec przez nastepujace nierdwnosci:

y1 230, 92222, y3 25, y1 +y2 259, y1 +y3 =2 45,52 +ys 2 39, y1 +y2 +y3 =77
(12)

Eliminujac zmienng y3 na podstawie ostatniej rownosci, mozemy te nieréwnosci wy-
razi¢ nastepujaco:

30 <y <38, 22 < 4o <32, 59 < yp + 42 < 72 (13)
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i tatwo sprawdzi¢, ze nieréwnodci te maja rozwigzania — rdzen gry jest niepusty.
Zbior warunkéw (13) jest wprawdzie tatwiejszy do analizy graficznej (ilustracja na
wyktadzie), ale moze wprowadza¢ w btad perspektywy zorientowanej wylacznie na
firmy 11 2. Na przyktad, mozemy stwierdzi¢ — to przeciez jest zadanie wielokryterial-
nej analizy problemu programowania liniowego, a wigc najlepszy, sprawny podzial
toy = (38, 32, 7). To prawda, ale wytacznie z perspektywy firm 1 i 2; jesli wiaczy-
my w to takze perspektywe firmy 3, to jest wiecej podziatow sprawnych, a podziat
kompromisowy znajduje si¢ gdzie$ w srodku rdzenia. Jaki za$ wybra¢ podziat kom-
promisowy — to wtasnie moze by¢ przedmiotem negocjacji.

Rdzen gry moze byé pusty. Zmodyfikujmy tabele w powyzszym przyktadzie naste-
pujaco:

V1 | V2 | U3 | V12 U3\U12 V13 U2\U13 V23 Ul\U23 V123

01010160 0 26 0 20 0 80

Nieréwnosci y1 + yo > 60, y1 + ys3 > 56, y2 + y3 > 50 sumuja sie do 2(y; + y2 +
y3) = 166, czyli y1 + yo + y3 = 83, podczas gdy pelna koalicja moze zapewnié¢ tylko
y1+y2+y3 = 80. Ale ta ocena wartosci potaczonych trzech firm moze im wydawac sie
zbyt ostrozna — firmy moga mie¢ nadzieje, ze po polaczeniu wywalcza sobie jednak
wiekszy udzial w rynku (wszystko to moze np. zaleze¢ od zalozonych w analizie
rynku wspélezynnikéw elastycznosei, patrz wykltady poprzednie). Jesli takie czynniki
dodatkowe przemawiaja za petng koalicja, to pomimo pustego rdzenia mozna znalezé
podzial wygranych dopuszczalny do akceptacji przez graczy. Rozszerzony o-rdzen
definiowany jest wtedy tak, jakby pelna koalicja miata dodatkows wartosé o:

S yi=vN)+doraz Y y; > v(C)VCCN (14)

ieN ieC

gdzie warto$¢ zmiennej pomocniczej 6 moze by¢ dobrana jako taka jej najmniejsza
wartosé, ktora zapewni niepusty rdzen (ktéry staje sie wtedy czesto jednym tylko
punktem). Poniewaz tak obliczony podzial wygranych jest zazwyczaj niedopuszczal-
ny dla gry w pierwotnym sformutowaniu, trzeba go potraktowac jako swoisty punkt
aspiracji i znalezé bliski mu punkt w zbiorze okreslonym przez > ;cn y; = v(N).

W teorii gier koalicyjnych zwraca si¢ tez uwage na fakt, ze rozwiazania w rdzeniu —
nawet jesli jest niepusty — moga faworyzowaé graczy w pewnym sensie silniejszych.
Dlatego tez wprowadza sie pojecie e-rdzenia, w pewnym sensie dualne do d-rdzenia:

Yo yi=vN)oraz Y yi>v(C)—€|C| VCCN (15)
ieN icC

gdzie | C | jest liczebnoscia koalicji C. Oznacza to, ze zadna z podkoalicji nie moze
zaofiarowaé graczom podzialu wyptat lepszego o e dla kazdego gracza, niz uzyski-
wany w e-rdzeniu. Jesli rdzen jest pusty, to znéw mozemy oblicza¢ najmniejsze e



A.P. Wierzbicki Sztuka 1 Techniki Negocjacjyi 10

zapewniajace niepusty e-rdzen. Zaletg e-rdzenia jest obliczanie za jego pomocg po-
dziatu wyptat, ktory jest dopuszczalny dla gry pierwotnej bez zadnych modyfikacji.
Odmiang e-rdzenia jest wzgledny e-rdzen, gdzie zaktadamy, ze zadna z koalicji nie
moze zaoferowaé graczom wyplat o € % wiekszych, niz uzyskiwane we wzglednym
e-rdzeniu, ktory definiowany jest wobec tego jako zbiér takich wektorow y € R™,
ktorych sktadowe spetniajg warunki:

Sy = v(N) oraz Yy > 0(C)(1— —) VCC N (16)
iEN 1eC 100

W praktycznych negocjacjach koalicyjnych istotne jest czesto pojecie synergii wno-
szonej przez poszczegdlnych graczy do réznych koalicji: dotaczenie danego gracza
do jakiej$ koalicji ma tym wieksze znaczenie, im wiekszy on wnosi przyrost funkcji
charakterystycznej. Synergie danego gracza i wzgledem koalicji C, i ¢ C, okreslamy
zatem jako

s(3,C) = v(C U {i}) — v(C) (17)

Wartos¢ synergii moze by¢ wykorzystana w argumentacji negocjacyjnej; moze tez
by¢ uzyta do obliczenia innego dopuszczalnego podziatu rezultatéw pomiedzy graczy.
Zatoézmy, ze rozpatrzymy wszystkie mozliwe synergie przy przypadkowych kolejno-
Sciach tworzenia koalicji, a ich wspotezynniki wagi okreslimy kombinatorycznie —
jako prawdopodobienstwo tego, ze przy przypadkowym uporzadkowaniu graczy da-
ny gracz ¢ znajduje sie zaraz za koalicja C, wynoszace: W\/# Tak obliczony
przydzial wygranej dla danego gracza i (zalezny od calej funkcji charakterystycznej
v) nazywamy wartoscig Shapley’a:

yi=(v)= > <v<Cu{i})—v(C)>‘C“(‘NHN_uyc‘_1)! (18)

CEN\{i}

Wartosé¢ Shapleya byta przez jej autora uzasadniona w sposéb aksjomatyczny, ale
jej znaczenie praktyczne jest mniejsze, niz rdzenia czy e-rdzenia. Latwo wprawdzie
sprawdzi¢, ze dla superaddytywnej funkcji charakterystycznej wartos¢ Shapleya jest
indywidualnie racjonalna, ®;(v) > v({i}), ale moze ona nie by¢ elementem rdzenia
nawet w przypadku, gdy jest on niepusty; zatem rozmaitym podkoalicjom moze sie
optaca¢ opuszczaé koalicje pelng, jesli ta uméwi sie o podziale wyptat wedtug war-
tosci Shapleya. Wartos¢ Shapleya moze by¢ jednak uzyta jako argument w negocja-
cjach, gdyz charakteryzuje ona w pewnym sensie $rednig wartosé danego gracza przy
tworzeniu koalicyi. Mozna wiec, w przypadku niepustego rdzenia, oblicza¢ wartosé
Shapleya, a nastepnie starac sie znalez¢ dopuszczalny podziat wygranych zawarty w
rdzeniu oraz najblizszy wartosci Shapleya.



